Funcoes

3 A nocio intuitiva de fungdo

No estudo cientifico de qualquer fenédmeno, sempre procuramos identificar
grandezas mensuraveis ligadas a ele e, em seguida, estabelecer as relacoes
existentes entre essas grandezas.

Acompanhe os exemplos a seguir.

EXEMPLO 1

Tempo e espaco

Uma pista de ciclismo tem marcagbes a cada 600 m. Um ci-
clista treina para uma prova de resisténcia, desenvolvendo uma
velocidade constante. Enquanto isso, seu técnico anota, de minuto
em minuto, a distancia ja percorrida pelo ciclista.

O resultado pode ser observado na tabela abaixo:
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Instante (min) Distancia (m)
0 0
1 600
2 1200 A cada instante (x) corresponde uma Unica distan-
3 1800 cia (y). Dizemos, por isso, que a distancia é funcdo do
4 2400 instante. A férmula (ou a lei) que relaciona y com x é:
y = 600 - x, com y em metros e X em minutos.

- |

EXEMPLO 2

Mercadoria e preco

Em uma barraca de praia, em Fortaleza, vende-se agua | NGmero de copos Preco (R$)
de coco ao preco de R$ 3,50 o copo. Para facilitar seu tra- 1 350
balho, o proprietario da barraca montou a tabela ao lado. .
Nesse exemplo, duas grandezas estao relacionadas: o 2 7,00
ntimero de copos de 4gua de coco e o respectivo preco. A 3 10,50
cada quantidade de copos corresponde um Unico preco. 4 14,00
Dizemos, por isso, que o preco é funcdo do nimero de 5 17,50
copos. A formula que estabelece a relacdo de interdepen- 6 2100
déncia entre preco (y), em reais, e 0 nUmero de copos
) . 7 24,50
de &gua de coco (x) é:
Y = 3,50 - x 8 28,00
9 31,50
10 35,00
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EXEMPLO 3

Passageiros e preco da passagem

Para fretar um dnibus de excursdo com 40 lugares, paga-se ao todo R$ 1800,00. Essa despesa
deverd ser igualmente repartida entre os participantes.

Para calcular a quantia que cada um deverd desembolsar (y), basta dividir o preco total
(R$ 1800,00) pelo nimero de passageiros (x). A formula (ou a lei) que relaciona 'y com x é:

X y
4 | 450,00
12| 150,00
15 | 120,00
18 | 100,00
20 | 90,00
24 | 75,00
36 | 50,00
40 | 45,00

_ 1800
X

Observe na tabela alguns valores referentes a correspondéncia entre x e y:
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EXEMPLO 4

Tempo e temperatura
Um Instituto de Meteorologia, quando quer estudar a variacdo da temperatura em certa cidade,
mede a temperatura a intervalos regulares — por exemplo, a cada 2 horas — e monta uma tabela que
relaciona as grandezas hora e temperatura. Vamos supor que a tabela de um determinado dia seja assim:
Tempo (h) Temperatura (°C) i
0 7 ‘1
2 4 .
4 3
6 2
8 5
10 12
12 18
14 20
16 20
18 15
20 12 A cada hora corresponde uma Unica medida de
22 8 temperatura. Dizemos, por isso, que a medida da tem-
24 / peratura é funcdo da medida de tempo.
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EXERCICIOS

1 Atabela mostra o valor final de alguns pedidos de
um certo tipo de piso laminado, solicitados a um :
fabricante, de acordo com a &rea de piso colocado:

Area (m?) Valor (R$)
40 2800
25 1750
60 4200
140 9800
180,5 12635

a) Qual serd o valor de um pedido de 100 m? desse

piso? E de 250 m??

b) Qual é a férmula (ou lei) que relaciona o valor
(y), em reais, de um pedido de acordo com a :
quantidade (x) de piso, em metros quadrados? :

Na cidade, um vefculo econdmico de passeio con- :
some um litro de gasolina a cada 9 quilémetros :

rodados.

a) Faca uma tabela que forneca a distancia percor- :
rida pelo veiculo ao serem consumidos: 0,25 L; :

0,5L;2L;3L 10L; 25L; 40 L de gasolina.

b) Qual é a formula que relaciona a distancia :
percorrida (d), em quildmetros, em funcéo do :

ndmero de litros (L) consumidos?

Um moderno avido é capaz de manter uma ve- :
locidade média de cruzeiro de aproximadamente :

900 kmv/h.

a) Qual é a distancia percorrida pelo avido em :
15 minutos, meia hora, 2 horas e 5 horas? :

Represente em uma tabela.

b) Em quanto tempo o avido percorre 2880 km?

c) Relacione, por meio de uma lei, a distancia :
percorrida (d), em quilémetros, em fungdo do :

tempo (t), em horas.

Ao receber sua conta de R$ 85,00 referente a
TV por assinatura, Nair leu a seguinte instrucdo: :
“Para pagamentos realizados com atraso, serado
acrescentados multa de R$ 1,70 e juros de R$ 0,03 :

por dia de atraso no pagamento”.

a) Qual valor Nair pagaria se atrasasse 1,5, 10 ou

30 dias?

b) Seja x o nimero de dias de atraso (1 < x < 30). :
Qual é a lei (ou férmula) que relaciona o total

(y) a ser pago, em reais, em funcdo de x?

Funcdes
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5 Em uma atividade, um professor pediu aos alunos

que desenhassem uma sequéncia de cinco quadra-
dos, a partir da medida de seus lados. Para cada
quadrado, os alunos deveriam calcular o perimetro
e a area, como mostra a tabela:

Medida do
lado (cm)

Medida do
perimetro (cm)

Area (cm?)

2 2 %, 2

a) Copie a tabela acima no caderno e complete-a.

b) Qual é a lei de correspondéncia entre a me-
dida do perimetro (p) e a medida do lado (€)
do quadrado?

c) Qual éa lei de correspondéncia entre a area (a)
e a medida do lado (€) do quadrado?

d) Dobrando-se a medida do lado, dobra-se a
medida do perimetro? E a area?

Juntas, duas torneiras idénticas, com a mesma va-
z80, enchem um reservatério vazio em 20 minutos.

a) Faca uma tabela para representar o tempo
(em minutos) gasto para encher esse mesmo
reservatorio, quando vazio, se forem utilizadas
1, 4, 6, 8 e 10 torneiras, todas idénticas as
duas primeiras.

b) Qual ¢é a lei que relaciona o tempo (t), em
minutos, gasto para encher tal reservatério de
acordo com o nlimero n dessas torneiras?

c) Quantas dessas torneiras seriam necessarias
para encher tal reservatério em 1 minuto e
36 segundos?

Considere um processo de divisao celular em que
cada célula se subdivide em outras duas a cada hora.

a) Partindo-se de uma Unica célula, iniciou-se uma
experiéncia cientifica. Faca uma tabela para
representar a quantidade de células presentes
nessa cultura apés 1, 2, 3, 4, 5 e 6 horas do
inicio da experiéncia.

b) Qual é a quantidade minima de horas (com-
pletas) necessarias para que haja mais de 1 000
células na cultura?

c) Qual é alei que relaciona o nimero de células
(n) encontrado na cultura apds t horas do inicio
da experiéncia?

41
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I3 A nocdo de fungdo como
relagcdao entre conjuntos

Para caracterizar de modo mais preciso a nocdo de funcao, devemos recorrer

as nocoes sobre conjuntos.

Vamos considerar, por exemplo, os conjuntos A = {0, 1, 2, 3} e
B={-1,0,1, 2, 3} e observar algumas relacdes entre elementos de A e ele-

mentos de B.

12) Vamos associar a cada elemento x € A o elementoy € B tal quey = x + 1:

y

Z

X
0
1

2

1
2
3

Para cada elemento x € A, com excecao do 3, existe um s6 elementoy € B

tal que y é o correspondente de x.

Para o elemento 3 € A ndo existe correspondente y € B.

22) Vamos associar a cada elemento x € A o elemento y € B tal que y? = x%

A

@™

A
Bk

win|tlo|<

Para cada elemento x € A, com excecdo de 1, existe um s6 elementoy € B

tal que y é o correspondente de x.

Para o elemento 1 € A existem dois elementos correspondentes em B: o 1

eo—1.

32) Associemos a cada x € A o elementoy € B tal quey = x:

I (o)
WwWliN| O X

WwIiIN|[— |0

Para todo x € A, sem excecao, existe um Unico y € B tal que y é o corres-

pondente de x.

42) Associemos a cada x € A o elementoy € B tal quey = x? — 2x:

A B

y

0

—1

l'
wWIN|[—O| X

3

Para todo x € A, sem excecao, existe um Unico y € B tal que y é o corres-

pondente de x.

Fe

Vocé notou que, se x e
y sd0 nUmeros reais e
y? = x?, entdoy = xou
y = —x?
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Nos dois Ultimos casos, para todo x € A existe um sé y € B tal que y esta
associado a x. Por esse motivo, cada uma dessas relacoes recebe o nome de
funcao definida em A com valores em B.

Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma relacdo (ou correspondéncia)
que associa a cada elemento x € A um Unico elemento y € B recebe o
nome de funcao de A em B.

Veja um exemplo:

EXEMPLO 5

Observe ao lado a relagdo entre os elementos dos conjuntos
A={a b,cdeteB=1{123456,7}.

Essa relacdo é uma funcao porque a todo elemento de A
corresponde um Unico elemento de B. Tal relacdo também
poderia ser descrita por uma tabela em que cada x € A tem
um unico correspondente y € B.

X€EA yEB
a 2
b 3

5
d 7
e 1

A mesma relacdo poderia, ainda, ser descrita por um conjunto f de pares ordenados do tipo

(x, y)emquex € A,y € Bey é o correspondente de x:
f={(@, 2),(b,3)(c5)(d7), € N}

Nessa funcao, dizemos que:
X = a corresponde ay = 2; ou x = a estd associado ay = 2; ou, ainda, 2 é a imagem de a.

Da mesma forma:
3 éaimagemdeb, 5éaimagemdec, 7 éaimagemdede 1 éaimagem de e.

Note, mais uma vez, que cada x € A tem uma Unica imagem y € B.

Notacao

De modo geral, se f é um conjunto de pares ordenados (x, y) que define
uma funcdo de A em B, indicamos:

f.A—B
Se, nessa funcdo, y € B é imagem de x € A, indicamos:
y = f(x) (Ié-se: y éigual a f de x)

Retomando o exemplo anterior, temos:
f(a) = 2; f(b) = 3; f(c) = 5; f(d) = 7; f(e) = 1.
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u Func¢oes definidas por formulas

Existe um interesse especial no estudo de fun¢des em que y pode ser calcu-
lado a partir de x por meio de uma férmula (ou regra, ou lei). Veja os exemplos
a seguir.

EXEMPLO 6

A lei de correspondéncia que associa cada nimero racional x ao nimero racional y, sendo y o
dobro de x, é uma funcéo f: @ — @ definida pela férmula'y = 2x, ou f(x) = 2x.

Nessa funcao:

s parax =5, temosy = 2 -5 = 10. Escrevemos f(5) = 10.

caimagemdex = —-3éf(-3)=2-(-3) = —6.

*x= 11,5 correspondeay =2 -(11,5) = 23.

~y=7éaimagemdex=%.

- f3) =6

Nessa fungdo todo ndimero racional é
imagem de algum x racional?

- |

EXEMPLO 7

A funcéo f que associa a cada nimero natural x o nimero natural y, sendo y o cubo de x, é uma
funcdo f: N — N definida pory = %3, ou f(x) = x>.

Nessa funcao:

- parax = 2, temosy = 23 = 8. Dizemos que f(2) = 8.

s parax =5, temosy = 53 = 125. Assim, f(5) = 125.

cy=64¢éaimagem de x = 4.

Nessa funcao todo nimero natural y é
imagem de algum x natural?

- |

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

_3x+8

1 Sejaafuncdo f: R — R definida por f(x) = 3

a) Calcule: (3), f(~2), f(%) e f2).

b) Determine o elemento do dominio cuja imagem é 0.

Solucao:

. __3-3+48 _ _17 . 3 (=2)+8 __ 2
a) * f(3) 51 z N f(=2) 3 S
N 2 tq g _ 37+8

of—__ = — = .f(,‘li)__
4 5 5 4 5
8

b)f(x)=0=>—3xT+ —
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2 Sejaf: R — R definida por f(x) = 4x + m, em que m é uma constante real. Calcule m, sabendo que f(—2) = 5.

Solucao:

Observe que as variaveis relacionadas nessa funcao estao representadas por x e f(x), enquanto m representa

um ndmero real fixo, isto é, m é uma constante.

De f(—=2) = 5 obtemos: 4 - (=2) + m =5 = -8 + m = 5 = m = 13; portanto, a lei da funcao é

f(x) = 4x + 13.

EXERCICIOS

s FACA NO
A
¢ CADERNO

8 Verifique, em cada caso, se 0 esquema define ou ndo uma fungao de A em B; os pontos assinalados repre-

sentam os elementos dos conjuntos A e B.

a) b) c) d)
A B A B A B A B
9 Em cada caso, verifique se o esquema representa

uma fungdo de Aem B, sendo A = {—1,0, 1} e :
B={-2,—-1,0,1,2}. Em caso afirmativo, dé uma :

possivel lei que define tal funcao:

a) A B

9] A B
d) A B

10

P12

P13

P14

SendoA={-1,0,1,2}eB={-2,-1,0,1, 2,
3, 4}, verifique em cada caso se a lei dada define
uma funcdo de A com valores em B:

a) f(x) = 2x c) f(x) = 2x + 1
b) f(x) = x2 d) f(x) = |x| — 1
Sejam A = N e B = N. Responda:

a) A lei que associa cada elemento de A ao seu
sucessor em B define uma funcao?

b) A lei que associa cada elemento de A ao seu
quadrado em B define uma funcéo?

c) A lei que associa cada elemento de A ao seu
oposto em B define uma funcao?

Considere f uma funcdo de R em R dada por
f(x) = 3x2 — x + 4. Calcule:

a) (1) o) f(0) o) 1(+2)
1
b) f(—1) d) f(7>
Seja f uma funcdo de R em R definida pela lei

f(x) = (3 + x) - (2 — x).
a) Calcule f(0), f(—=2) e f(1).
b) Seja a € R. Qual é o valor de f(a) — f(—a)?

Sendo f: N — N dada por f(x) = 2x + (=1),
calcule:

a) f(0) d) f(=2)

b) f(1) e) f(37)

c) 1(2)

45
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15

16

17

18

19

Considerando f e g funcbes de @ em @ dadas por
fix) =3x2 —x+ 5egx) = —2x + 9, faca o que :

se pede:
f0) + g(=1)

(1)
b) Resolva a equagdo: g(x) = f(=3) + g(—4).

a) Determine o valor de

fo) = X2

Em cada caso, determine, se existir, o niumero :

inteiro cuja imagem vale:
a) 6

b) —10

c) 0

d) 1

A lei seguinte mostra a relagdo entre a projecao do

valor (v), em reais, de um equipamento eletrénico : 22

e 0 seu tempo de uso (t), em anos:

_ (1L
v(t) = 1800 (1 20)

a) Qual é o valor desse equipamento novo, isto é, :

sem uso?

b) Qual é a desvalorizacdo, em reais, do equipa-

mento no seu primeiro ano de uso?

c) Com quantos anos de uso o aparelho estard :

valendo R$ 1260,00?

Sejaf: R — R definida por f(x) = —%x +m, sendo

m uma constante real. Sabendo que f(—=8) = —4,
determine: :
a) o valor de m;

b) (1);

c) o valor de x tal que f(x) = —12.

O gerente de uma casa de espetéculos verificou, :
durante uma temporada, que o nimero de pa- : =
gantes (y) em um musical variou de acordo com o :

preco (x), em reais, do ingresso para o espetaculo, :

segundo a lei

y=400—%x,com20sx€120

a) Qual foi o nimero de pagantes quando o preco

do ingresso era R$ 60,007

b) Se o nimero de pagantes em uma noite foi

320, qual foi o valor cobrado pelo ingresso?

¢) Quanto arrecadou a bilheteria quando o preco

do ingresso era R$ 90,007

20

P21
Seja f uma funcdo de Z em Z definida por :

i 23

Uma funcdo f: R— R édefinida pela lei f(x) = m - 4,
sendo m uma constante real. Sabendo que
f(1) = 12, determine o valor de:

a)m

b) 1(2)

Estima-se que a populacdo p (em milhares de
habitantes) de certo municipio, daqui a x anos a
contar de hoje, seja dada pela lei:
2
x) =10 —
P& X+ 1
a) Qual é a populacao atual desse municipio?

b) Qual sera a populacdo daqui a 3 anos?

¢) De quantas pessoas a populacdo aumentara do
3¢ para 0 42 ano?

d) Daquia quantos anos a populacao sera de 9900
habitantes?

No Brasil, o nimero (N) do sapato varia de acordo

com o “tamanho” ou o comprimento (c) do pé,

em centimetros, segundo a lei:

_ 5c+28

==

a) O pé de Luis mede 28 cm. Qual é o nimero de
seu sapato?

N

b) Luma calca sapatos de nimero 36. Quanto
mede seu pé?

¢) Dois irmdos sabem que as numeragbes de
seus sapatos diferem de 4 unidades. Em quan-
tos centimetros diferem os comprimentos
de seus pés?

Uma funcdo f: R — R é definida pela lei
f(x) = —3x + 5. Determine os valores de a € R
tais que:

f(a) + f(a +1) = 3 - f(2a)

Um laboratério realizou um teste de um novo
medicamento em uma amostra de 900 voluntérios
doentes. O nimero n de pessoas que ainda esta-
vam doentes no tempo t, em semanas, contado a
partir do inicio da experiéncia (t = 0), é expresso
pela lei
nt)=a-t2+b
em que a e b sdo constantes reais.

Sabendo que o Ultimo voluntério curou-se assim
que foi completada a 152 semana, determine o
nUmero de pessoas que ainda estavam doentes
decorridas 5 semanas do inicio dos testes.
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I3 bominio e contradominio

Seja f: A — B uma funcao.

O conjunto A é chamado dominio de f, e o conjunto B é chamado con-
tradominio de f.

Veja os exemplos a seguir.

EXEMPLO 8

SendoA=1{0,1,2,3}eB=1{0,1,2,3,4,5}a A
funcédo f: A — B tal que f(x) = x + 1 tem dominio A
e contradominio B.

EXEMPLO 9

Sendo A =7¢eB =7, afuncdo f: A — B tal que
f(x) = 2x tem dominio Z e contradominio Z.

VA VA

EXEMPLO 10

Sendo A =ReB =R, afuncdo f: A — B definida
por f(x) = 2x + 1 tem dominio R e contradominio R.

Observe que todo elemento x do dominio tem uma Unica imagem y no
contradominio, embora possam existir elementos do contradominio que nao
sao imagem de nenhum x do dominio. Note que, no exemplo 8, os numeros 0
e 5 ndo sdo imagens de x € A; no exemplo 9, os nimeros inteiros impares nao
sdo imagens de x € Z. No exemplo 10, todos os nimeros reais sdo imagens de
algum x € R, do dominio, como veremos logo adiante.

Determinacao do dominio

Muitas vezes se faz referéncia a uma funcéao f, dizendo apenas qual é a lei
de correspondéncia que a define. Quando ndo é dado explicitamente o domi-
nio D de f, deve-se subentender que D é formado por todos os nimeros reais
gue podem ser colocados no lugar de x na lei de correspondéncia y = f(x), de
modo que, efetuados os calculos, resulte um y real. Vejamos alguns exemplos.

+ O dominio da funcao definida pela leiy = 3x + 4 é D = R, pois, qualquer

que seja o valor real atribuido a x, o nUmero 3x + 4 também é real.
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X+ 3
X — 1
X+ 3

« O dominio da funcdo dada pory = é¢D = R — {1}, pois, para

é real.

todo x real diferente de 1, o nimero

+ O dominio da funcdo dada pory =vx —2 éD = {x € R | x = 2}, pois
X — 2 s6 é um nimero real sex — 2 = 0.

+ Afuncao dada pory = ! 1 + +x 56 é definida parax — 1 # 0 ex = 0;

X —
entdo, seu dominioéD = {x ER | x=0ex # 1}.

Conjunto imagem

Sef: A— B éuma funcdo, chama-se conjunto imagem de f (indica-se: Im) o
subconjunto do contradominio constituido pelos elementos y que sdo imagens
de algum x € A. Retomando os exemplos 8, 9 e 10 temos:

Exemplo 8 Exemplo 9 Exemplo 10
fx) =x + 1 f(x) = 2x f(x) = 2x + 1
A B
0
5
Im
Im = {1, 2,3, 4} Im={.,—-4,-2,02,4,..}

Podemos também escrever:
m={yeZ|y=2zz€Z}

No exemplo 10, todos os nimeros reais sao imagens de algum x € R, do
dominio de f. Com efeito, dado um nuimero real qualquer a, ele é imagem de
_a—1.

=T

f<a;1>:2_(%)+1:a_1+1=a,VaER

E importante destacar que o procedimento apresentado acima nao se
aplica facilmente a qualquer funcdo. Na maioria das vezes, a determinacdo do
conjunto imagem de uma funcéo sera feita por meio da leitura de seu gréfico,
como veremos adiante.

Notequea=2x+ 1 &
a—1
5

S X =

)
EXERCICIOS AN

25 Sejam os conjuntos A = {-2, —1,0,1,2} eB={-1,0,1, 2, 3, 4, 5}. Em cada caso, determine o dominio,
o contradominio e o conjunto imagem de f:
a) . A— B dada porf(x) = x + 2 c¢) f: A— Bdadaporf(x) = —x + 1
b) f: A — B dada por f(x) = x d) f: A — B dada por f(x) = | x |

26 SeA={x€Z|-2<sx<2},B={x€Z|-5<x<5}ef A— Bédefinida pelaleiy = 2x +1, quantos
sdo os elementos de B que ndo pertencem ao conjunto imagem da funcéo?

27 Seja f: N — Z definida por f(x) = —x. Qual é o conjunto imagem de f?
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28 Se x e y sao nUmeros reais, estabeleca o dominio de cada uma das fungdes dadas pelas seguintes leis:

3x + 11 2x + 3 4
= —4 2 + — 1 = = — = —_—— =
a)y x? + 3x b) y > Ay X d)y w—
29 Se x e y sdo numeros reais, determine o dominio das fungbes definidas por:
3x+ 1 X+ 1
=X — b) y = Y4x + 1 == dy=
a)y X—2 )y X Ay =3 )y "
30 Estabeleca o dominio D C R de cada uma das funcées definidas pelas sentengas abaixo:
a) () = V2x — 1 + X Q) i) = =2
x> — 4x
b) gx) =v—3x+5 —+x— 1 d) j(x) =+x2+ 5

O desenvolvimento do conceito de funcdo

Aideia de funcdo que temos hoje em dia foi sendo construida
ao longo do tempo por varios matematicos.

Conheca um pouco dessa longa historia.
Na Antiguidade, a ideia de fungao aparece, implicita, em
algumas informacoes encontradas em tabuas babilonicas.
Um importante registro sobre funcdes aparece, néo com este
nome, na obra do francés Nicole Oresme (c. 1323-1382),
que teve a ideia de construir “um grafico” ou “uma figura”
para representar graficamente uma quantidade varidvel —
no caso, a velocidade de um mével variando no tempo.
Oresme teria usado os termos latitude (para representar a
velocidade) e longitude (para representar o tempo) no lugar
do que hoje chamamos de ordenada e abscissa — era o
primeiro grande passo na representacao grafica das funcoes.
O matematico aleméao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
-1716) introduziu a palavra fungao, com praticamente
0 mesmo sentido que conhecemos e usamos hoje.
A notacao f(x) para indicar “funcdo de x” foi introduzida

A pintura de Jakob Emanuel Handmann,
_ datada dos anos 1753, mostra o matematico
pelo matematico suico Leonhard Euler (1707-1783). suico Leonhard Euler.

O matematico alem&o Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) deu uma definicdo de fungéo
muito proxima da que usamos hoje em dia:

“Se uma variavel y esta relacionada com uma varidvel x de modo que, sempre que um
valor numérico é atribuido a x, existe uma regra de acordo com a qual é determinado
um Unico valor de y, entdo se diz que y é funcéo da variavel independente x.”

Por fim, com a criacdo da teoria dos conjuntos, no fim do século XIX, foi possivel definir fun-
¢cdo como um conjunto de pares ordenados (x, y) em que x é elemento de um conjunto A, y é
elemento de um conjunto B e para todo x € A existe um Unico y € B tal que (x, y) € f.

Fonte de pesquisa: BOYER, Carl B. Histéria da Matematica. 32 ed. S&o Paulo: Edgard Blucher, 2010.

PORTRAIT OF LEONHARD EULER, JAKOB EMANUEL HANDMANN, 1753/ KUNSTMUSEUM BASEL
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I3 Leitura informal de grificos

Vamos observar alguns gréaficos disponibilizados pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE).
Graficos como estes sdo comuns em jornais, revistas, na internet e em outros veiculos de comunicacao.
A partir deles, conheceremos algumas propriedades das funcdes representadas por eles.

EXEMPLO 11

Taxa de urbanizacao no Brasil — (em %)

O gréfico relaciona duas grandezas: a taxa
(percentual) de urbanizacdo e o tempo (periodo
de 1940 a 2010). A taxa é funcdo do tempo: 7740 |
para cada ano corresponde um Unico valor do
percentual da populagao brasileira que vive em 53,40
zonas urbanas. Por exemplo, em 2000, 81,23%
da populacao brasileira vivia em zonas urbanas.

E facil perceber que a taxa cresce (aumen- ;g0 L
ta) a medida que o tempo avanca (aumenta).
Dizemos que essa funcao é crescente. No 000
gréfico evidencia-se, também, um forte cres- 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2007 2010 Ano
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cimento da taxa até o0 ano 2000: a partir dall Fonte: IBGE. Censo demogréfico 1940-2010. Disponivel em:

~ C " ! ! <seriesestatisticas.ibge.gov.br/series.aspx?no=10&op=0&vcodigo=

0S aumentos sao mais “suaves”. POP122&t=taxa-urbanizacao>. Acesso em: 4 mar. 2016.
EXEMPLO 12

O gréfico mostra uma grande conquista da sociedade brasileira: a queda na taxa de mortalidade infantil
desde 1980, passando pelos dias de hoje, até as projecoes para 2050. A relacdo entre essas duas grandezas
(taxa e tempo) define uma funcdo: a cada ano esta associada uma Unica taxa de mortalidade infantil.

Em todo o periodo considerado, a taxa de mortalidade diminui @ medida que avancam os anos:
trata-se de uma funcao decrescente. Observe que, de 1980 a 2000, a taxa se reduziu em 40 6bitos
(por 1000 nascimentos): de aproximadamente 70 por 1000 para aproximadamente 30 por 1 000.

As projecdes indicam que, em 2020, a taxa estard proxima de 15 por 1000. Em 2050, atingira
um valor préximo de 7 por 1000.

Taxa de mortalidade infantil no Brasil (6bitos por 1 000 nascimentos)

73,001

58,40 1

43,80

29,201

14,60 +

0,00 |

~ @ N O 0
(=¥ AN
OO0 0000000000000000O0OO
NN NNNANANNNNNSN

NNNANANNANS

Fonte: IBGE, Projecdo da Populacdo do Brasil por Sexo e Idade para o Perfodo 1980-2050 - Revisdo 2008.
Disponivel em: <seriesestatisticas.ibge.gov.br/series.aspx?no=10&op=08&vcodigo=POP324&t=revisao-2008-
projecao-populacao-taxa-mortalidade>. Acesso em: 4 mar. 2016.
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EXEMPLO 13

O gréfico seguinte mostra a relacdo entre duas grandezas: o nimero de 6bitos por aids no Brasil
(por 100 mil habitantes) e o tempo (de 1990 a 2009).

Essa relacdo define uma funcéo, pois a cada ano corresponde uma Unica taxa.

No 12ano — 1990 — a taxa de mortalidade (por 100 mil habitantes) era de 3,7 e esse foi o menor
valor registrado no periodo considerado. Dizemos que o valor minimo da funcdo é 3,7 por 100 mil.

De 1990 a 1995 as taxas aumentaram (nesse intervalo a funcao é crescente). Em 1995 foi re-
gistrada a maior taxa de mortalidade (por
100 mil) que ¢ igual a 9,7. Assim, o valor Numero de ébitos por aids no Brasil
maximo dessa funcdo é 9,7 por 100 mil. (por 100 000 habitantes)

De 1995 a 2000 as taxas diminuiram (nesse

guida de novos aumentos até 2009. Quando 6,60
analisamos os dez ultimos anos do periodo

intervalo a funcao é decrescente) e de 2000 1,00 [iviiiezee 1YV
a 2003 a taxa praticamente nao se alterou. 8,80 Lt ; 5 :
Uma nova queda ocorreu até 2006, se- E ' 5

4'40'_'7 ] o l : """ :"'u""u'"l

considerado, podemos notar que a taxa de G o b

6bitos (por 100 mil habitantes) manteve-se 2,20 f--r-=--r-1---r-q-boroaoboa oo bt

na faixa de 5,9 a 6,4. ooo | P bbb E bR b
A despeito dos avancos no tratamento da O A MTNORNDAO=NMTINON R Ano

Iy Apia 223 eedrers888888888

doenca, no qual o Brasil é referéncia interna- 22222222223 RRIRIIRRKR
Cional, é sempre muito importante lembrar Fonte: Ministério da Satde/SVS —2010. Disponivel em: <seriesestatisticas.ibge.

H H = H = gov.br/exportador.aspx?arquivo=MS39_BR_PERC.csv&categorias="%C3%93bitos
quea aIEjS a|~nda nao tem cu r?’ e mfgrmagao e por AIDS - Taxa de mortalidade espec%C3%ADfica(TME)" &localidade=Brasil>.
prevencao sao sempre as opcoes mais seguras. Acesso em: 4 mar. 2016.

No ano de 2009 a populagdo brasileira estava proxima de 190 milhdes de habitan-
tes. Qual foi o nUmero aproximado de ébitos por aids registrados naquele ano?
- |
9
s FACA NO
EXERCICIOS ¥
& CADERNO
31 O gréfico ao lado representa a oscilacdo diaria do Valor 5
valor da acdo de uma empresa, comercializada em (R$) s
uma bolsa de valores, desde a abertura do pregéao, Y
as 10 horas, até o fechamento, as 18 horas.
Convencionaremos que t = 0 corresponde as 10 h;
t = 1 corresponde as 11 h; e assim por diante. 1
Com base no gréfico, responda:
a) Em quais intervalos de horarios o valor da acdo 10,50 4+------- -~ 10.20

subiu? Lo N

b) Em quais intervalos de horarios o valor da acdo 9,;§j _____ L
caiu? Lo
c) Nesse dia, entre quais valores oscilou o preco da 9,20 4----mmon s e m--e- Foe
acdo dessa empresa? o L
d) Em que horarios a acao esteve cotada a R$ 9,70? + |
e) A acdo encerrou o dia em alta, estavel, ou em o 1 225 4 5556657 8

baixa? De quanto por cento? Instante de tempo (h)



’ 52 CAPITULO 3

’

32 QO gréafico a sequir mostra a variacdo mensal do Indice Nacional de Precos ao Consumidor Amplo (IPCA)

de fevereiro de 2012 a setembro de 2015. Esse indice oficial tem por objetivo medir a inflacdo de um

conjunto de produtos e servicos comercializados no varejo, como habitacao, alimentacao, educacao,

transporte etc.

IPCA (em porcentagem)

L GL/olew
L Gl/age
G _.\;mpt
b SL/ NS
b gL/ uef
F L/ Zep
L 1/A0U
L ¥1/3n0
L 1/39s
L 1/0be
L yL/n(
b L/ unf
L 1/0ew
t vL/aqe
L V_.\;Mrc
b L/ ASy
yL/uef
FEL/Zop
L €1/A0U
L €170
L €1/195
L €1/ 0be
L/ nl
L eL/unf
L €1/0eW
L €L/aqe
€ _.\;mpt
b EL/ NS
L1/ uef
L ZL/Z9p
L ZL/AouU
L ZL/no
4VEER
L ZL/obe
L zL/nf
tzL/unf
L ZL/0lew
L ZL/age
+ C _.\;mpt
r TL/ NS4

%
2,00 f--

1,20 -

0,80 1--

Fonte: IBGE. indice Nacional de Precos ao Consumidor Amplo15. Disponivel em: <seriesestatisticas.ibge.gov.br/series.aspx?

ipca5-indice-nacional-precos-consumidor-amplor>. Acesso em: 4 mar. 2016.

IL4&t=

11&op=0&vcodigo=

no=

Com base nas informacbes do gréfico, responda:

a) Em que data (més e ano) foi registrado o menor IPCA?

b) Em que data (

) foi registrado o maior IPCA?

més e ano

c) Indique, para o ano de 2013, os periodos em que o IPCA subiu e os periodos em que o IPCA caiu.

d) Em quantos meses do periodo considerado o IPCA ficou acima de 0,8% ao més?

,

e) E

ao?

da inflag

trimestre desses anos, ocorreu uma desaceleracéo

Qo

| concluir que, no 1

/.

possive

33 O grafico abaixo compara as taxas de desemprego nos meses de julho, no periodo de 2003 a 2014, nas

tropolitanas de Sao Paulo (SP), Belo Horizonte (BH) e Rio de Janeiro (RJ). Com base apenas nos

dados do gréfico, classifique as afirmacoes seguintes em verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando as falsas:

regidoes me

do Paulo
—— Belo Horizonte

—— Rio de Janeiro

— S

RS

tege

'
il

7

R R

72 -

Taxa de desemprego dos meses de julho

Fonte: IBGE. Pesquisa Mensal de Emprego (PME). Disponivel em: <blog.planalto.gov.br/taxa-de-

desemprego-em-julho-e-a-menor-para-o-mes-desde-2003>. Acesso em: 4 mar. 2016.

a) Em todo o periodo, a regido metropolitana de SP registrou as maiores taxas de desemprego.

b) Em todo o periodo, quando a taxa em BH diminui, a taxa em SP também diminui.

c) A diferenca entre a maior e a menor taxa de desemprego no RJ é maior que 5 pontos percentuais.

d) Em todo o periodo, a taxa de desemprego na regido metropolitana do RJ é menor que a taxa em BH.

e) Em 2014, o ndmero de desempregados em BH superava o nimero de desempregados no RJ.
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34 O grafico ao lado mostra o desflorestamento
bruto, no estado do Amazonas, em quildme-
tros quadrados, no periodo de 1991 a 2010.
a) Identifique os periodos em que ocorreu

aumento na &rea desmatada, considerando 177601
os anos de 1991 a 2005.

Desflorestamento bruto anual no Amazonas (em km?)
2220,0 A

1332,0 1
b) Considerando dois anos consecutivos, identi-

fique o periodo em que foi registrado maior  ggg,0 1 --
aumento absoluto na area desmatada. Esse
aumento foi superior ou inferiora 1000 km?? 444,01

O
I
'
'

u
00

474

¢) Nos Ultimos dez anos do perfodo consi-

\
,
,
i
,
M
,
,
© Ano
o

, T (W )
0,0_| : R S S S I
derado no grafico, identifique o ano que 5y NRASSNRINSNYY
. 7 [e)} OO OO OO0 00O OO
apresentou maior area desmatada. - CFECRRRNANRNRANNRRN
. . Fonte: INPE/PRODES. Disponivel em: <seriesestatisticas.ibge.gov.br/series.as
d) A dlferenga entre a area desmatadé anual px?no=16&op=08&vcodigo=IU12&t=desflorestamento-amazonia-legal-3-
foi menor que 15 km? para quais anos desflorestamento-bruto>. Acesso em: 4 mar. 2016.
consecutivos?

e) Em 2010, a &rea desmatada foi de 474 km?. Considere um campo de futebol com 100 m de comprimento

por 70 m de largura. Determine a quantos campos de futebol, aproximadamente, corresponde a érea
desmatada naquele ano.

Lembre que 1 km? = 1 000 000 m?.

-

I3 o plano cartesiano

Representacdo de pontos em uma reta

No capitulo 2 apresentamos a representacdo geométrica do conjunto dos nu-
meros reais. Vamos agora formalizar alguns conceitos.

Dada uma reta r podemos associar nUmeros reais aos pontos dessa reta.

Para isso, escolhemos um ponto O (origem), uma unidade de medida de com-
primento e um sentido positivo (para a direita).

unidade de medida
—

0 r

A cada ponto P dessa reta associamos um numero real x tal que:
- Se P estd a direita de O (sentido de O a P é positivo), X é o comprimento
do segmento OP associado a um sinal positivo.
Exemplo: x = +2 = 2
2
—

0 ' p r

* Se P estd a esquerda de O (sentido de O a P é negativo), x é o comprimento
do segmento OP associado a um sinal negativo.

Exemplo: x = =3
3
5 ’ ’ 5 : OBSERVACAO @)
. . . L s — Se P coincide com
Em ambos os casos, dizemos que x é a medida algébrica do segmento OP
e indicamos por x = med (OP).

0, entao x = 0.
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Representacdo de pontos em um plano

Para representar pontos em um plano, procederemos da seguinte maneira:

19) Tracamos duas retas (eixos) perpendiculares e usamos a sua intersecdo O como origem para cada
um desses eixos.

29) Para cada um dos eixos, escolhemos uma unidade de medida e um sentido positivo.

39) Para cada ponto P do plano tragcamos:
uma reta paralela ao eixo vertical que intersecta o eixo horizontal no ponto X.

uma reta paralela ao eixo horizontal que intersecta o eixo vertical no ponto Y.

49) O nimero real x = med(OX) é a abscissa de P, e o niimero real y = med(OY) ¢ a ordenada de P.
Observe, na figura acima, que a abscissa de P é positiva e a ordenada de P também é positiva.

Os numeros reais X e y sdo as coordenadas de P e as indicamos na forma de par ordenado P(x, y).

O plano que contém as duas retas é o plano cartesiano.

O eixo horizontal (Ox) é o eixo das abscissas.

O eixo vertical (Oy) é o eixo das ordenadas.

Observe, no plano cartesiano seguinte, a representacdo dos pontos A, B, C, D, E e F por meio de
suas coordenadas:

y
Ft3 0(0, 0) C(=2,-3) F(0, 3)
B, .|
' 2 A(i 1) D<4, —i>
N A 2 3
! H
E ; o B(—1,2) E(=3,0)
~——+5 i
5 :
4T 2 :
EEY D
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Cada uma das quatro partes em que fica dividido o plano pelos eixos carte-
sianos chama-se quadrante. A numeracdo dos quadrantes é feita no sentido
anti-horério, a contar do quadrante correspondente aos pontos que possuem
ambas as coordenadas positivas.

y

22 quadrante 12 quadrante

(U] (1)

0 %
32 quadrante 42 quadrante
(1 (V)

\ )
EXERCICIOS {00 LS
35 Distribua em um plano cartesiano os pontos: A(3, 1); 37 Encontre x e y que determinam, em cada caso, a
B(—4, 2); C(5, —3); D(—1, —1); EQ2, 0); F(0, —2); : igualdade:
G(0, 0); H(~4, 0); 10, 4); J(— 2, —4): KGZ 20 AKN=279 9 ktyx=3=67)
=25} m(3. —5) :

: 38 Determine m para que (m?, m + 4) = (16, 0).
36 Forneca as coordenadas de cada ponto assinalado :

no plano cartesiano abaixo; o lado de cada qua- 39 O ponto P(m — 3, 4) pertence ao eixo y. Qual é

dradinho mede uma unidade. o valor de m?
y :
: 40 O ponto Q(—2, m? — 1) pertence ao eixo das
B abscissas. Qual é o valor de m?
E 41 Para cada item, represente em um plano cartesia-
: no, o conjunto de pontos (x, y) tais que:
A © o a)y>0 d)x-y<0
C o b)x=0 e)y=0
F H Q) x=y f) x=0ey=0

42 O ponto P(a, b) pertence ao 22 quadrante.
a) Quais sao os sinais de a e de b?

b) A qual quadrante pertence o ponto Q(—a, b)?

D 43 O ponto R(—a, b) pertence ao 3¢ quadrante.

a) Quais sdo os sinais de a e de b?

b) A qual quadrante pertence o ponto S(a, b)?

I construcio de gréficos

Como podemos construir o grafico de uma funcado conhecendo a sua lei de
correspondéncia y = f(x) e seu dominio D?
Se D é finito, pode-se proceder assim:
12 passo: construimos uma tabela na qual aparecem os valores de x per-
tencentes a D e os valores do correspondente y, calculados por meio da
leiy = f(x);
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« 22 passo: representamos cada par ordenado (a, b) da tabela por um ponto
do plano cartesiano. O conjunto dos pontos obtidos constitui o grafico

da funcao.

EXEMPLO 14

Vejamos como construir o grafico da funcdo dada pory = 2x, com dominioD = {3, =2, —1,
0,1,2, 3}

12 passo:

Construimos uma tabela:

-3 -2 =1 0 1 2 3
-6 —4 -2 0 2
22 passo: y
Representamos os pares ordenados que estdo na 6l G
tabela por pontos, a saber: 5] :
* A(—3, —6) 431_ _____ .:F
- B(—=2, —4) 2:__,E§
e o 4321 [ol |
- D(0, 0) IR I I
< E(1,2) C.l -2
o F(Z, 4) sl ] :j
- G(3, 6) ; |
O grafico da funcao é formado por esses 7 pontos. Aboo -6

Se o conjunto D nao é finito, podemos construir uma tabela e obter alguns pontos
do gréfico; entretanto, o grafico da funcéo serd constituido por infinitos pontos.

EXEMPLO 15

Veja como sdo os graficos da funcdo y = 2x em dominios diferentes do exemplo anterior.

D=1[-4,4] D=7 -R
y
y
y . R
4 :\
R . [3 3) E 7 14
N A N RN
61 81" ’ K
4 or 1 (1 1)\2
P - 20N
2 21 - 1":J
—4-3-2-1| 1! -2 -1 !
4321/ 1234 x P l1234 X o loo1 2 x
-2 IR NV
D]
! \(l]
—4 ! —1
i 3 2
O -3,3
s (3
—6 e d HyY
......... 78 .
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EXEMPLO 16

Vamos construir o grafico da fungdo dada pory = x> — 4 com dominio R:

X y |Ponto

-3 5 A

|
o
ul
|
Rl
~
ul
T Q| |m|T|lN|®

0 —4

0,5 |—3.75

1 -3

1,5 [—1,75 |
2 0 J
3 5 K

Essa curva é chamada parabola e serd estudada com mais detalhes no capitulo 5.

- |

EXEMPLO 17

Vamos construir o grafico da fungédo dada pory = % no dominio R*:
X y | Ponto Y y= %
124~
—12] —1 A 1
-6 | —2 B
-4 | -3 C
-3 | -4 D
-2 | —6 E
-1 |=12| F :
1112 G P |
34 6 12 x
2 6 H
3 4 |
4 3 J
6 2 K
12 1 L
Essa curva é chamada hipérbole. Fr1-12
O estudo completo da hipérbole ndo sera feito neste volume da colecdo; veja, como complemento,
a secdo Um pouco mais sobre do capitulo 4.
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®
EXERCICIOS 2 i

44 Construa os graficos das funcdes f: A — B, sendo 51 O gréfico sequinte representa a funcdo f: D C R —

B C R, dadas pela leiy = x + 1 nos seguintes casos: : R, sendo D = [a, b]. Sabendo que f(x) = —3x + 2,
a) A={0,1,2 3} QA=7 determine:
b) A =10, 3] d)A=R y

45 Construa os gréficos das funcdes f: A—Bcom BC R,
dadas pela leiy = —2x + 1 nos seguintes casos: R
a)A={-2,-1,0,1,2} <o A=R X
b) A=[-2,2]

46 Construa os gréaficos das funcées f: A — B, com
B C R definidas por f(x) = x2, nos seguintes casos: : a) os valores dea e b;

b) a abscissa do ponto P.
ayA=1-2-3 -1, -1 o143, , P
2 2 2 2 :
¢ 52 Quais dos gréaficos seguintes nao representam
b) A=1[-2,2 : - L :
funcdo de dominio igual a R? Explique.
c) A=R
: a) y f) y
47 Construa os graficos das fungdes f: A — B, sendo 2
B C R, dadas pelaleiy = 1 — x* nos seguintes casos: : /
a) A={-3,-2,-1,01,23} ——
: 0 X
b) A =[-3, 3]
c) A=R
b) y g) y

48 Construa o gréfico da funcao f: R* — R* dada :

pory=%. \ /

§ —3 0 5 X
49 A funcao definida por Y 0 10X
y = 2x + b tem domi- O D *

noD=N,ebéuma :

constante que pode ser ] ' c) y h) y
determinada pela leitu- 51, | i /
ra do gréfico ao lado. P : Y .

Qual é o valor de b? 3 S : /‘0 X

50 O gréfico se-
guinte repre-
senta a fungao
f, de dominio
real, cuja lei é
y = ax? + b,
comaeb cons-
tantes. Quais
sao os valores
deaedeb?
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I Andlise de graficos

Muitas informacoes a respeito do comportamento de uma funcdo podem
ser obtidas a partir do seu gréfico. Por meio dele, podemos ter uma viséo do
crescimento (ou decrescimento) da funcdo, dos valores méaximos (ou minimos)
que ela assume, do seu conjunto imagem, de eventuais simetrias etc.

Agora vamos analisar os graficos ja apresentados e observar os comporta-
mentos das respectivas funcoes.

EXEMPLO 18
Observe, ao lado, o grafico da funcdo de R em R dada pory = 2x. y
J& vimos que esse grafico é uma reta. &59
Como a reta corta o eixo Ox no ponto x = 0, entdo x = 0 = Al g
=>y=2x=2-0=0. :
O valor de x que anula y é chamado raiz ou zero da funcéo. 24--
Note que, para x > 0, os pontos do grafico estdo acima do eixo Ox, s '
portanto apresentam y > 0. Veja também que, para x < 0, os pontos do Y, B "
gréfico estdo abaixo do eixo Ox, portanto apresentam y < 0. b
Quanto maior o valor dado a x, maior sera o valor do correspondente 172
y = 2x. Dizemos, por isso, que essa fungéo é crescente. /| 4
Observe que todo nimero real y é imagem de algum numero real x. y = 2x

De fato, dado y, € R, o nimero real x, cuja imagem éy_ é
X, = % pois f(x,) =2 - x, =2 - % =y,. Desse modo, o conjunto imagem de f éIm = R.

Note também que f(1) = 2 e f(—=1) = —=2; f(2) = 4 e f(—2) = —4 etc.

De modo geral, se x € R, f(x) = 2x e f(—x) = 2 - (—x) = —2x; portanto, f(—x) = —f(x) para todo x.
Isso faz com que o gréafico seja simétrico em relacdo ao ponto O (origem).

EXEMPLO 19
Observe, ao lado, o gréafico da funcdo de R em R y
dada pory = x* — 4. ' Cy=x—4

J& vimos que esse grafico é uma parabola.
Como a pardbola corta o eixo Ox nos pontos de

abscissas 2 e —2, entao:
X=2=y=x—-4=22-4=0 e
X==-2=y=x—-4=(=-22-4=0
—2 e 2 sdo as raizes dessa funcéo.
Note que, para x < —2 ou x > 2, os pontos do grafico

estao acima do eixo Ox, portanto apresentamy > 0. Veja

também que, para —2 < x < 2, os pontos do gréfico estdo ponto de

. . minimo
abaixo do eixo Ox, portanto apresentam y < 0.
Para x > 0, quanto maior o valor atribuido a x, maior

serd o valor do correspondentey = x* — 4.
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Por outro lado, para x < 0, quanto maior o valor dado a x, menor seré o valor do correspondente
y=x2—4.

Dizemos, entao, que:

« para x > 0, essa funcdo é crescente;

* para x < 0, essa funcdo é decrescente.

Sex =0, temosy = —4, ese x # 0, temos y > —4. Dizemos, por isso, que (0, —4) é ponto
de minimo da funcdo e —4 ¢ o valor minimo que a funcdo assume. Assim, o conjunto imagem
dessa funcdo éIm = {y e R | y = —4}.

Note também que f(1) = =3 ef(—1) = —3; f(2) = 0 e f(—2) = 0 etc.

De modo geral, se x € R, f(x) = x> — 4 e f(—x) = (—x)? — 4 = x? — 4, portanto, f(x) = f(—x) para
todo x. Isso faz com que o gréfico seja simétrico em relacdo ao eixo y.

I3 conceitos

Analisando o grafico de uma funcao f qualquer, podemos descobrir algumas propriedades notaveis.
Vejamos:

O sinal da fun¢ao

Os pontos de intersecao do grafico com o eixo Ox apresentam ordenadas y = 0, ou seja, suas abscissas
X, sao tais que f(x,) = 0. Essas abscissas x, séo os zeros ou raizes da funcao f.
Os pontos do grafico situados acima do eixo Ox apresentam ordenadas y > 0, ou seja, suas abscissas
x, determinam f(x,) > 0.
J& os pontos do grafico situados abaixo do eixo Ox apresentam ordenadas y < 0, ou seja, suas abscissas
x, determinam f(x,) < 0.
Note que o sinal de uma funcao refere-se ao sinal de y. Estudar o sinal de uma funcéo significa deter-
minar para quais valores de x tem-se y > 0 e para quais valores de x tem-se y < 0.

Observe:

Nesse gréafico, temos:
- f(a) =0, f(b) =0, f(c) =0, f(d) = 0ef(e) =0(a, b, c, d e e sdo raizes);
- osinal de fé:

y>0paraa<x<b, parac<x<douparax>e
y<Oparax<a,parab<x<couparad<x<e.
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Crescimento/decrescimento

Se, para quaisquer valores x, e x, de um subconjunto S (contido no dominio D), com x, < x,, temos
f(x,) < f(x,), entdo f é crescente em S.

Se, para quaisquer valores x, e x, de um subconjunto S, com x, < x,, temos f(x,) > f(x), entdo f &
decrescente em S.

Observe:

Maximos/minimos

Seja S um subconjunto do dominio D e seja x, € S.

Se, para todo x pertencente a S, temos f(x) = f(x ), entao (x,, f(x)) € o ponto de minimo de fem S,
e f(x,) € o valor minimo de fem S.

Se, para todo x pertencente a S, temos f(x) < f(x), entao (x,, f(x)) é o ponto de maximo de fem S,
e f(x,) € o valor maximo de f em S.

No grafico anterior:

- considerando o intervalo | = [a, c], temos que B é o ponto de minimo de f em I e f(b) é o valor mi-

nimo que a funcdo assume em I;

- considerando o intervalo J = [b, d], observamos que C é o ponto de maximo de f em J e f(c) é o
valor méximo de f em J;

- quando consideramos o intervalo K = [a, €], observamos que B é o ponto de minimo de fem Ke E
é o ponto de maximo de f em K; os valores minimo e maximo assumidos por f em K sdo, respecti-
vamente, f(b) e f(e).

Simetrias

Se f(—x) = f(x) para todo x € D, entdo f tem o grafico simétrico em relagdo ao eixo y. Nesse caso,
dizemos que f é uma funcao par.
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Se f(—=x) = —f(x) para todo x € D, entdo f tem o grafico simétrico em relagdo
a origem. Nesse caso, dizemos que f é uma funcao impar.

y|

o=

-2 -1

RTINS

----- L2

OBSERVAGCAO &)
N

Existem funcdes que ndo séo classificadas
em nenhuma dessas categorias (par e
impar) e seus graficos ndo apresentam
nenhuma das simetrias citadas
anteriormente. Veja, por exemplo, o
gréfico de uma funcédo f que nao é par

nem é impar, representado ao lado. _/

Veja o exemplo a seguir:

EXEMPLO 20

Seja f: [—3, 4] — R uma funcéo cujo grafico esta representado a sequir.

Observe que:

19) se —3 <= x < 1, f é crescente; se 1 < x < 4, temos que y
f(x) = 3; dizemos que, nesse intervalo, f é constante, pois a
imagem de qualquer x pertencente a esse intervalo é sempre
igual a 3;

29) f admite —2 como raiz;

y>0,se —2<x<4.
y<0,se-3=<sx<-2

49) o conjunto imagemdeféim={yeR | -1 <y =<3},
59 f nado é par nem impar.

39) osinal de f é: {
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EXERCICIOS {2 B

9

53 Em cada caso, o gréfico representa uma fungdo de R em R. Especifique os intervalos em que a funcéo é
crescente, decrescente ou constante:

a) y. ) yi e) y
X 0 X
0 X
b) y d) y
3o :
/ —2
0 4 8\ X
% 0 X ] I

54 Estude o sinal de cada uma das fungdes de R em 55 O gréfico abaixo representa uma fungao
R cujos graficos estdo representados a seguir e :

. _ 9
forneca também a(s) raiz(es), se houver. ffDCR—>R comD = ]_ “ 20

a) y d) yi

A\
—3 0/1 X
Z3 0 X / \_/

b) Y e v Determine:
a) os valores de f(—1), f(0), f(-3) e f(3);
b) os intervalos em que f é crescente;
: c) os intervalos em que f é decrescente;
d) osinal de f;
—5 — 0\&_ s e) o conjunto imagem de f;
f) a(s) raiz(es) de f.

i 56 Em cada item é dada uma condicao sobre uma
<) y f) v, funcao de dominio real. Faca um gréafico possivel
de uma funcdo que verifique tal condicdo.

a) f é sempre decrescente.

b) f é crescente se x > 2 e decrescente se x < 2.

c) f é constante se x < 1 e decrescente se x > 1.

d) f é crescente se x < 1, decrescentesex > 1 e
o sinal de f é y < 0 para todo x € R.
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57 Determine, em cada caso, o conjunto imagem b) yi
das funcdes de dominio real cujos gréficos estdo : 5
a seguir representados: :
a) y <) 0 X
-3
‘0 x i ) v/
b) ” d) T
4 : :
: bOXTT2
D\ 1 2 R
0 X : —2-10N\ ' | X
- - - : LN
58 Indique P para a funcéo par, | para funcéo impar : !
e O para fungdo que nédo é par nem impar: : b :
a) 3
22 d) v4
X
S N 2
: : 1 :
"""" 2 -1 [0 1 2 x
g ) J

I3 Taxa média de variacdo de uma fun¢io

Seja f: R — R a funcao definida por f(x) = x?, cujo grafico estad abaixo representado:

Vamos analisar de que maneira, em um determinado intervalo, os valores da imagem (isto é, da
variavel y) variam a medida que variam os valores do dominio (isto é, da varidvel x). Em outras palavras, a
medida que x varia de x, até x,, analisaremos como se da a variacdo das imagens de f(x,) a f(x,).




Acompanhe a tabela seguinte, considerando inicialmente o intervalo em que
f é crescente, isto é, x = 0:

x| x, Ax.A\;(aza):;:\? ::ex y, = f(x) | y, = f(x) Ay.A\;aza;:\f ;::ey
I | o1 Ax=1-0=1 0 1 Ay=1-0=1
(Im | 1| 2 Ax=2—-1=1 1 4 Ay=4—-1=3
(Imm | 2 | 3 Ax=3—-2=1 4 9 Ay=9—-4=5
(v)y| 3|4 Ax=4—-3=1 9 16 Ay=16—-9=7

Nos itens (I), (II), (III) e (IV), a medida que x aumenta uma unidade, os
valores de y aumentam 1, 3, 5 e 7 unidades, respectivamente.

Observe o sinal (positivo) de Ay.

Podemos perceber que o “ritmo” de variagdo de y em relagdo a variagdo de
x difere de acordo com os pontos (x,, y,) e (x,, y,) considerados.

Considerando agora o intervalo em que f é decrescente (x < 0), montamos
a tabela:

X, | X | AX=X, =X |y,= f(x1) Yy, = f(xz) Ay =y, -y,
(V) | -4 -3 Ax =1 16 9 Ay=9—-16 = -7
(Vi) | =3 | =2 Ax =1 9 4 Ay=4—-9= -5
(Vi) | =2 | =1 Ax =1 4 1 Ay=1—-4=-3
(viy | =11 o Ax =1 1 0 Ay=0—-1=—1

Nos itens (V), (VI), (VII) e (VIII), a medida que x aumenta uma unidade, os
valores de y diminuem 7, 5, 3 e 1 unidade, respectivamente.

Observe o sinal (negativo) de Ay.

Veja a seguinte definicao:

Seja f uma funcao definida pory = f(x); sejam x, e x, dois valores do
dominio de f, (x, # x,), cujas imagens sao, respectivamente, f(x,) e f(x,).
f(x,) — flx,)
2 M
da funcao f, para x variando de x, até x,.

O quociente recebe o nome de taxa média de variacao

Vamos retomar a funcao f(x) = x? apresentada na pagina anterior e calcular
a taxa média de variagdo de f, para x variando de:

a)0a1 colas3
1‘(1)—1‘(0):1—021 1‘(1—3)—1‘(1):9—1:4
1-0 1 3 -1 2
b)2a3 d3al
1‘(3)—1‘(2)29—4:5 f(1)—1‘(3)=1—9=—_8:4
3-2 1 1-3 -2 -2

Observe que as taxas médias de variagao calculadas nos itens ce d coincidem,

como mostra a observacdo anterior.
e) —4a—1
f(—1) — f(—4) _1-16 _ =15 _ 5
-1 —(-4) 3 3

Funcbes

OBSERVAGCOES &)

° A taxa média de va-
riacdo depende dos
pontos (x,, y,) e
(x,, y,) tomados.

Note que
f(x) — f(x,)
XX
_ =) = f0)]
—(x, = x)
o fx) — f(x)
XX
Desse modo,
verificamos que é
indiferente escolher
o sentido em que
calculamos a variagéo
(de x, para x, ou de
X, para x,), desde
gue mantenhamos
0 mesmo sentido
no numerador e no
denominador.

65
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Veja outros exemplos:

EXEMPLO 21

Seja f: R — R a funcado definida por f(x) = 2x + 3 cujo grafico esta
representado ao lado. Vamos calcular a taxa média de variacao de f para
x variando de:

a)—2a0

f(-2)=-1_H0)—-f=2) 3-(=1)_,
f(0) =3 0—-(-2) 2
hLas
2
1
R I
= i 5 5 °
f(3) =9 - = = =
3) 3 2 2 2
¢ —1al
f1)y=5 _f)—f=1) _5-1_
{f(—1)=1:> T—(—1) 2 ?

Observe, nesse exemplo, que o valor encontrado para a taxa média de variacdo da funcédo f é o
mesmo, independente dos pontos (x,, y,) e (x,, y,) considerados. No capitulo sequinte, veremos que
se trata de uma propriedade particular das funcdes polinomiais do 12 grau.

EXEMPLO 22

O grafico ao lado mostra a
evolugao da populagdo mun- Tobilhe
. IIhoes
dial no decorrer do tempo e 2100*
sua projecao para o fim deste 9 bilhdes !
7 7 *
século (até o ano de 2100). 2045

8 bilhoes
2024*

7 bilhoes
2011

6 bilhdes / !

1999 E

5bilhges /!

1987

4 bilhoes
1974

3 bilhdes /'
1960

2 bilhées :

1930

Populacao mundial

1 bilhdo
1800

Fonte: Revista Veja, edicdo 2241,
2 nov. 2011, p. 124-125.

* Projecao segundo a qual, em 2100, a populacéo estabiliza ou cai um pouco.

Vamos calcular inicialmente a taxa média de variacdo da populagdo, em pessoas/ano, de 1800a 2011:

7000000000 — 1000000000 6000000000 .
2011 — 1800 = 211 = 28436019 = 28,44 milhdes




Funcdes

A taxa média encontrada nao significa, obrigatoriamente, que a populacdo mundial aumentou
28,44 milhdes de pessoas por ano no periodo considerado. Ha periodos em que a populagao cresceu mais
devagar (por exemplo, de 1800 a 1930) e periodos em que a populacdo cresceu mais rapido (de 1999 a
2011, por exemplo). Quando analisamos globalmente, todas as variagdes ocorridas equivalem, em média,
a um aumento de 28,44 milh6es de pessoas por ano.

A seguir, vamos comparar o ritmo de crescimento
> 12 periodo: de 1800 a 1930
A taxa média de variacdo, em pessoas/ano, é:

2000000000 — 1000000000 _ 1000000000
1930 — 1800 130

da populacdo em trés periodos:

= 7692308 = 7,69 milhdes

Dizemos que a populacdo mundial aumentou, no periodo considerado (1800 a 1930), em média,
7,69 milhdes de pessoas/ano (valem as ressalvas feitas para o periodo anterior).

- 29 periodo: de 1987 a 2011
A taxa média de variacdo, em pessoas/ano, é:

7000000000 — 5000000000 _ 2000000000

2011 — 1987 24

= 83333334 = 83,3 milhdes

Observe que esse ritmo de aumento é quase 11 vezes o ritmo de aumento da populacdo humana

registrado no 12 periodo, de 1800 a 1930.

* 32 periodo: de 2045 a 2100 (projecoes)
A taxa média de variacdo, em pessoas/ano, é:
10000000000 —~ 9000000000 _ 1000000000

= 18181818 = 18,2 milhdes

2100 — 2045

55

Esse valor indica uma tendéncia de desaceleracdo do crescimento populacional até o final deste

século. Observe que esse valor é pouco maior que a quinta parte da taxa calculada no 2¢ periodo.

4
9
EXERCICIOS {2 Skino
59 Em cada caso, calcule a taxa média de variacdo da funcao cujo grafico esté representado, quando x varia
de 1a3:
a) vy o v
e I
S
0f 1 3 X
b) V¥ d v
7
6-_ 1
affei)
317 b
70 : (7 73 3 4\ X
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60

61

O grafico mostra o lucro (em milhares de reais) de
uma pequena empresa, de 2000 a 2015:

Lucro

-AV

A g 0© g

=]

Ano

Compare o ritmo de crescimento do lucro da
empresa, calculando a taxa média de variacdo
do lucro nos 5 primeiros e nos 5 Ultimos anos do :
periodo considerado.

Em cada item, calcule a taxa média de variagdo da
funcdo dada quando x varia de 1 a 4:

a) f: R — R definida por f(x) = 2.
b) g: R — R definida por g(x) = 4x.
¢) h: R — R definida por h(x) = —1—x2.

2
d) i: R — R definida pori(x) = —3x + 5.

62 O gréfico mostra a evolugdo da quantidade de
municipios no Brasil de 1950 a 2010 (datas dos
Censos Demograficos).

Numero de municipios existentes
nos Censos Demograficos

5565

1950 1960 1970 1980 1991 2000 2010 Ano

Fonte: IBGE. Censo demografico 1950/2010. Disponivel em:

. <seriesestatisticas.ibge.gov.br/series.aspx?no=10&op=08&vcodigo=CDI6&t=n

umero-municipios-existentes-censos-demograficos>. Acesso em: 4 mar. 2016.

a) Para a funcao representada pelo grafico, deter-
mine a taxa média de variacdo de:

i) 1960 a 1970 iii) 1950 a 2010
ii) 1970 a 1980

b) Entre quais censos: 1960-1970 ou 1991-2000
o ndimero de municipios no Brasil cresceu mais
rapido?

a)

Sejam f e g fungdes cujo dominio é R. Para cada x € R, define-se a funcao h pela lei h(x) = Vf(x) — g(x).
Obtenha, em cada caso, o dominio da fungéo h, sendo dados os gréficos das funcoes f e g:

y b)
y

)




Aplicacoes

A velocidade escalar média
e a aceleracao escalar média

12 situacao:

Viajando em um 6nibus para a praia, Cléber
observou que exatamente as 10 h o 6nibus passou
pelo km 56 da rodovia; as 11h 30min, o 6nibus
passava pelo km 191 da mesma rodovia.

56 191

Observe que, nesse periodode 1,5h (11,5h — 10h),
a variacdo da posicdo ocupada pelo 6nibus é
191 km — 56 km = 135 km.

A 1azi0 As _ (191 —56)km _ 135km _

At (11,5-10) h 1,5h

= 90 km/h representa a taxa média de variagcdo da
posicdo ou variacdo do espacgo (As) em relacdo ao
intervalo de tempo (At) da viagem.

Esse quociente é a conhecida velocidade es-
calar média. Isso ndo significa, necessariamente,
que o 6nibus manteve a velocidade de 90 km/h em
todo o percurso. Em alguns trechos ele pode ter ido
mais rapido ou mais devagar. O valor da velocidade
escalar média nos d& apenas uma ideia global sobre
o movimento do 6nibus nesse periodo.

22 situacao:

Um carro esta viajando em uma via expressa. Em
um certo momento, quando o velocimetro apontava
a velocidade de 72 km/h, o motorista aciona os freios
ao observar um congestionamento a sua frente. Em
4 s de frenagem, o veiculo diminui uniformemente a
velocidade até parar.

Vamos calcular a taxa média de variacdo da velo-
cidade, considerando o intervalo de tempo decorrido
do instante em que o motorista aciona os freios até
a parada:

72000 m
v, =72 km/h = 36005

v, = 0 km/h ou 0 m/s (parada do veiculo apos
4 segundos)

=20 m/s

Fontes de pesquisa:

A taxa é;
VZ_VWZO_ZO:
t,—t, 4 -0

—5 m/s?

Isso significa que a velocidade do carro va-
riou (diminuiu — veja o sinal negativo obtido),
em média, 5 m/s a cada segundo. Esse quociente
representa a taxa média de variacao da velocidade em
relacdo ao tempo e é conhecido como aceleracao

escalar média. v (m/s)
Podemos avaliar a dis- e
tancia percorrida pelo carro
durante a frenagem até parar 20 ®
com base no gréfico ao lado,
da velocidade (v) X tempo (t). 0L 2 g

Nas aulas de Fisica vocé verd que a distancia per-
corrida é numericamente igual a drea A, destacada
no grafico.

Como A, = base -Zaltura _ 202- 4

=40, a
distancia percorrida foi 40 m.

Porém, precisamos ter em mente que, entre o
motorista notar o congestionamento e acionar os
freios, existe um intervalo de tempo corresponden-
te a transmissdo do impulso nervoso entre a parte
receptora (olho, que vé um obstaculo) e a parte do
corpo correspondente a acdo (pés, que acionam os
freios): é o chamado tempo de reacao. Supondo
que esse tempo seja igual a 1 segundo, podemos
estimar que a distancia percorrida pelo carro, do mo-
mento em que o motorista vé o congestionamento
até a parada, é composta pelos 40 metros com o0s
freios acionados mais a distancia percorrida ao longo
do tempo de reacao, dada por:

20m/s-1s=20m

Assim, a distancia total passa para 60 m (50%
maior que no caso anterior). Por isso é importante
que o motorista ndo exceda os limites de velocidade
e que mantenha uma distancia segura do veiculo a
sua frente.

TAOKA, G. T. Tempo de reagdo para frenagem de motoristas ndo alertados. (Trad.) LEHFELD, Gilberto Monteiro. Disponivel em: <www.cetsp.com.br/media/20608/
nt148.pdf>. Acesso em: 4 mar. 2016; DETRAN-PR. Comportamentos seguros no transito. Disponivel em: <www.detran.pr.gov.br/modules/catasg/servicos-detalhes.

php?tema=motorista&id=345>. Acesso em: 4 mar. 2016.




