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Funcao quadratica

[ Introducio

Vejamos duas situacdes que envolvem a funcdo quadratica.

Situacao 1

Um campeonato de futebol vai ser disputado por 10 clubes
pelo sistema em que todos jogam contra todos em dois turnos.
Quantos jogos serdo realizados no campeonato?

Contamos o numero de jogos que cada clube fard “em
casa”, ou seja, no seu campo: 9 jogos. Como sao 10 clubes,
o total de jogos serd 10 - 9 = 90. Estadio de futebol, S&o Paulo (SP), 2015.
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Se 0 campeonato fosse disputado por 20 clubes (como é o Campeonato Brasileiro de Futebol), pode-

riamos calcular quantos jogos seriam realizados usando o mesmo raciocinio:
20-19 = 380

Enfim, para cada nimero (x) de clubes, é possivel calcular o nimero (y) de jogos do campeonato.
O valor de y é funcdo de x.

Nesse caso, a regra que permite calcular y a partir de x é a seguinte:

y=x-(x—1),ouseja,y=x*—x

Esse é um exemplo de funcao polinomial do 22 grau ou funcao quadratica.
Situacao 2

Um clube construiu um campo de 100 m de comprimento ' :
por 70 m de largura e, por medida de seguranca, decidiu cerca-
-lo, deixando entre 0 campo e a cerca uma pista com 3 m de
largura. Qual é a area do terreno limitado pela cerca?

A area da regido cercada é:

(100 +2-3)-(70+2-3)=106-76 = 8056
i campo ]
Logo, a area do terreno limitado pela cerca é 8056 m?2. i

Se a medida da largura da pista fosse 4 m, teriamos: .
(100 +2-4)- (70 +2-4) =108 - 78 = 8424 K =
Nessas condigoes, a area da regiao cercada seria: 8424 m?, (77777777 TTTTToTTmTTmm T ne s T Tx
Enfim, a cada medida x de largura escolhida para a pista ! :

h& uma &rea A da regido cercada. A drea da regido cercada é
funcao de x. Procuremos a lei que expressa A em funcdode x: :

A(X) = (100 + 2x) - (70 + 2x) ; ! {70
A(X) = 7000 + 200x + 140x + 4x i

A(X) = 4x2 + 340x + 7000 i :

Esse é outro exemplo de funcao polinominal do 22 grau
ou funcao quadratica.
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Funcao quadratica

Chama-se funcao quadratica, ou funcao polinomial do 22 grau, qualquer funcédo f de R em R
dada por uma lei da forma f(x) = ax? + bx + ¢, em que a, b e ¢ sdo nUmeros reais e a # 0.

Veja os exemplos a seguir.
« f(x) = 2x* + 3x + 5,sendoa=2,b=3ec=5.
cf(x) =3x2 —4x + 1,sendoa=3,b=—4ec=1.

)
()
«f(x) =x2—1,sendoa=1,b=0ec=—1. Q
(x) =
(x) =

—x>+ 2x,sendoa=—1,b=2ec=0. Por que é colocada a

restricio a # 07
—4x?, sendoa=—4,b=0ec=0. ¢

» -
Grafico
Vamos construir os graficos de algumas fungdes polinomiais do 22 grau. Veja os exemplos.
EXEMPLO 1

Para construir o grafico da funcdo f: R — R dada pela lei f(x) = x* + x, atribuimos a x alguns
valores (observe que o dominio de f é R), calculamos o valor correspondente de y para cada valor
de x e, em seguida, ligamos os pontos obtidos:

X y=x>+x (-3,6)
3 6 '
-2 2
-1 0
_1 _1
2 4
0 0
1 2
3 15
2 4
2 6

EXEMPLO 2
Consideremos f: R — R dada pory = —x2 + 1.
Repetindo o procedimento usado no exemplo anterior, temos:
X y=-—-x*+1
-3 -8
-2 -3
—1 0
0 1
1 0
2 -3
3 -8
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CAPITULO 5
EXEMPLO 3
(—2,12) (4,12
Seja f: R — R dada por f(x) = x> — 2x + 4:
X y=x>—-2x+4
-2 12
—1 7 (=1,7) -1 3B.7)
0 4
1 3
2 4
3 7
4 12 Lo L
Y I

Em cada um dos trés exemplos anteriores, a curva obtida é chamada parabola. £ possivel mostrar que
o grafico de qualquer funcdo quadratica dada pory = ax? + bx + ¢, com a # 0, é uma parabola.

Sejam um ponto F (foco) e uma reta d (diretriz) pertencentes a um mesmo plano, com F & d.
Parabola é o conjunto dos pontos desse plano que estdo a mesma distancia de F e d.

12 caso
S.
\Q Os pontos Q, P, V,Re S sao
alguns pontos da parabola.
. Assim:
S QF = QQ'; PF = PP, VF = VF,
*R _ . _ | |
Bl 0V o ol RF = RR; SF = 55 Por que V é o ponto
Q' p' F' R' S' d médio de FF?

Observe o ponto Q, por exemplo. A distancia de Q a diretriz (d) é igual a distancia de Q a Q', sendo

Q' a intersecdo de d com a reta perpendicular a d por Q. Da mesma forma definimos as distancias de P,
V, Re S a diretriz.

Temos ainda:
a reta perpendicular a diretriz tracada pelo foco F é chamada eixo de simetria da parabola;

o ponto V é o ponto da parabola mais préximo da diretriz e recebe 0 nome de vértice da parabola.
Com esse formato, dizemos que a parabola tem a concavidade (“abertura”) voltada para cima.

22 caso

Pode ocorrer também que o ponto F (foco) esteja
abaixo da reta d (estamos considerando d horizontal, isto P' Q F'R S' d:diretriz
é, paralela ao eixo das abscissas). Observe o formato da = Ig v _RI =

parabola obtida:
P, Q, V, R e S sdo alguns pontos da parébola: F
PF = PP; QF = QQ; VF = VF; RF = RR;; SF = SS'; ...
Com esse formato, dizemos que a parabola tem a con-

cavidade (“abertura”) voltada para baixo. 3




Funcao quadratica 97

S SacEision i o I

Se a reta d (diretriz) for vertical, isto é, paralela ao eixo das ordenadas, como é mostra- Ao construir o grafico

do abaixo, a pardbola pode representar o gréfico de uma funcdo quadratica? o!e uma fungao quadra-
tica dada por

y = ax? + bx + ¢, no-

tamos sempre que:

° sea > 0, a parabola
tem a concavidade
voltada para cima,
como no 1¢caso; veja
os exemplos 1 e 3.

° sea < 0, a pardbola
tem a concavidade
voltada para baixo,
COMO NO 22 caso; veja

o exemplo 2.
. J & _J

5 )
EXERCICIOS {2 St

1 Esboce o gréfico de cada uma das funcoes de R em R dadas pelas leis seguintes:
a) y=x b) y = 2x Qy=—x d)y=-2x

2 Construa o grafico de cada uma das funcdes de R em R dadas pelas seguintes leis:

a) y =x* — 2x b) y = —x* + 3x

3 Faga o grafico de cada uma das fungdes de R em R dadas pelas leis seguintes:

a)y=x*—-4x+5 b)y=—x+2x—-1 Qy=x—2x+1

I Raizes de uma equacio do 2° grau

Chamam-se raizes ou zeros da funcao polinomial do 22grau, dada por
f(x) = ax?> + bx + ¢, com a # 0, os nUmeros reais x tais que f(x) = 0.

Em outras palavras, as raizes da funcdo y = ax* + bx + c sdo as solucoes
(se existirem) da equacdo do 22 grau ax? + bx + ¢ = 0.

Vamos deduzir a formula que permite obter as raizes de uma funcao qua-
dratica. Temos:

fx) =0 > ax*+bx+c=0 = a<x2+%x+§):0 =

2 2
=>x2+£x+£=O=>x2+£x=—£:>x2+£x+b—=b——£=>
a a a a a 432 4ar  a
b ' _ b?—4ac b, 4b?—4ac
S X+—| =——— s X+ —=t——m =
2a 432 2a 2a
_ —b ++b?—4ac e+ 25+ 2 gum
= X= 73 a 452

trinbmio quadrado
perfeito?

Essa € a formula resolutiva de uma equacdo do 22 grau.
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EXEMPLO 4

Vamos obter os zeros da funcdo f de R em R, definida pela lei f(x) = x* — 5x + 6.

Temosa=1,b=—-5ec=6.

Entao:

_ —b+ b’ —dac _5+475 24 _5+1 <X_3
2a 2 2 X=2

As raizes sdo 2 e 3.

X

EXEMPLO 5

Vamos calcular as raizes reais da funcdo dada pela lei f(x) = 4x2 — 4x + 1.
Temosa=4,b=—-4ec=1.
Entao:

_—b+Jb’—4ac _4£416-16 _4+0 _1
2a 8 8 2

X

As rafzes sao % e % ou seja, a funcdo admite duas raizes iguais a % ou ainda, a funcdo admite

: . 1
uma raiz real dupla igual a >

EXEMPLO 6

Vamos calcular os zeros reais da funcdo dada por f(x) = 2x? + 3x + 4.
Temosa =2,b=3ec=4.

Entao:

_—b++Jb?—4ac  -3+49-32 -3x4-23 ¢
B 2a B 4 - 4
Portanto, essa funcdo ndo tem zeros reais.

X R

Quantidade de raizes OBSERVACAO @

As raizes de uma funcdo quadratica sdo os valores de x para os quais A quantidade de raizes
y = ax? + bx + ¢ = 0, ou seja, sdo as abscissas dos pontos em que a parabola reais de uma funcao
intersecta o eixo Ox quadratica depende do

valor obtido para o ra-
Retomando os exemplos 4, 5 e 6, temos: dicando A = b? — 4ac

chamado discrimi-
nante:
quando A é positivo,
ha duas raizes reais e

o grafico da funcao f tal que f(x) = x> — 5x + 6 intersecta o eixo X nos
pontos (3, 0) e (2, 0);

o gréafico da funcao f tal que f(x) = 4x> — 4x + 1 tangencia o eixo X no distintas;
do A é
ponto 1_, 0); ﬂyadn o A ¢ zero,
2 & duas raizes reais

iguais (ou uma raiz
o gréafico da funcao f tal que f(x) = 2x* + 3x + 4 nao intersecta o eixo Ox. dupla);

quando A é negativo,
ndo ha raiz real.
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Funcao quadratica

Observe como sdo os trés respectivos graficos, tracados no GeoGebra:

Exemplo 5

Exemplo 4

= Erirads: s @

Exemplo 6

Enirar

all Al Z s
Nl P R TS

GEOGEBRA

[ y— b Jansta de Visualizagio
Furlo

o Hx) =2t 344

Entrsds. ]

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

1 Determine as condicbes sobre o pardmetro real m na funcdo dada pory = 3x2 — 2x + (m — 1) a fim de

que:
a) nao existam raizes reais; c) existam duas raizes reais e distintas.
b) haja uma raiz dupla;
Solucao:
Na lei y = 3x* — 2x + (m — 1) as varidveis X e y se relacionam, e m é um parametro que pode assumir
qualquer valor real.
Calculando o discriminante (A), temos:
A=(=2-4-3-(m—-1)=4—-12m + 12 =16 — 12m
Devemos ter:
A A<0=16—-12m<0=m > e

3 c)A>O:,'16—12m>O:,,m<i
4
3

3
b)A=0=16—-12m=0=m =

GEOGEBRA
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)
EXERCICIOS

4 Determine as raizes (zeros) reais de cada uma das
funcdes de R em R dadas pelas seguintes leis:

a) y=2x —3x+ 1 f) y=3%

b) y=4x—x g y=x—5%+9
Q y=—-x+2x+15 h)y=-x+2
d)y=9x -1 i) y=xx—x—-6

e)y=-x+6x—9 j) y=(x+3)-(x—5)

5 Resolva, em R, as seguintes equacoes:

a) XX —3y3x+6=0

b) Bx — 1)2 + (x — 2)2 = 25

)2 - x+32—-5-x+3)+2=0
d)x+17=3

e) x—1):-(x+3)=5

6 Resolva, em R, as equacdes a seguir:
a)(—x+1)-x—3x+2)=0
b) x—1)-x—2)=Kx—-1)-2x + 3)
c) (x +5)2=(2x — 3)?
d) 3+ 10x2+21x=0
e)x*—5¢+4=0

7 Sejaf: R — R definida por f(x) = 2x 4+ 1) - (x — 3).

Determine ofs) elemento(s) do dominio cuja ima-
gem é —5.

8 Em um retangulo, a medida de um dos lados excede
a medida do outro em 4 cm. Sabendo que a area
desse retangulo é 621 cm?, determine seu perimetro.

9  Um grupo de professores programou uma viagem de
confraternizagdo que custaria, no total, R$ 6400,00
— valor que dividiriam igualmente entre si. Alguns
dias antes da partida, seis professores desistiram da
viagem e, assim, cada professor participante pagou
R$ 240,00 a mais. Quantos foram a viagem?

10

11

12

13

14

15

@ FACA NO
X9 CADERNO

Economistas estimam que os valores médios, em
reais, das acoes de duas empresas A e B sejam

dados, respectivamente, por vA(t) = 4,20 + %t e

vy(t) = 11_6t2 - %t + 3,20, em que t é o tempo,

em anos, contado a partir da data desta previsao.

a) Qual é o valor atual das acoes de cada uma das
empresas?

b) Daqui a4 anos qual agdo estara mais valorizada?

¢) Daquia quantos anos as acoes das duas empre-
sas terao o mesmo valor? Qual serd esse valor?

Certo més, um vendedor de sucos naturais arre-
cadou uma média diaria de R$ 180,00, vendendo
cada copo de suco pelo mesmo preco. No més
seguinte, aumentou o preco em R$ 0,50 e vendeu
uma média de 18 unidades a menos por dia, mas a
arrecadacdo média diéria foi a mesma. Determine:

a) o preco do copo de suco no primeiro més;

b) o nimero de copos por dia vendidos no pri-
meiro més;

¢) o numero de copos por dia vendidos no segun-
do més.

Determine os valores reais de p a fim de que a
funcdo quadratica f dada por f(x) = x> — 2x + p
admita duas raizes reais e iguais.

Estabeleca os valores reais de m para os quais a fun-
cao f, de Rem R, definida por f(x) = 5x* — 4x + m,
admita duas raizes reais e distintas.

Encontre, em funcdo de m, m&R, a quantidade
de raizes da funcao f, de R em R, dada pela lei
y=x>—4x+ (m + 3).

Qual é o menor nimero inteiro p para o qual a
funcéo f, de R em R, dada por f(x) = 4x> + 3x +
+ (p + 2), ndo admite raizes reais?

Soma e produto das raizes

Sendo x, e x, as raizes da equacao ax* + bx + ¢ = 0, com a # 0.

Vamos calcular x, + x, e x, - X,.
_ —b—«/ZJr —b+«/Z:_2_b:
! 2 2a 2a 2a

_—b-VA —b+JA _ b —(A)

1% 2a 2a (2a)?




Funcao quadratica

EXEMPLO 7 Q

A soma das raizes da equacao 3x* + 2x = 5=0¢éx, + x, = — b_ Utilizando essas férmu-
a las, resolva mentalmen-

te a equagao

x> —6x+ 8=0.

9 EXERCICIO RESOLVIDO

2 Determine k € R, a fim de que uma das raizes da equacdo x> — 5x + (k + 3) = 0, de incégnita X, seja

2 o _c_ 5
= — =, e o produto dessas raizes é x, - x, = — = — =,
3 T2 3

igual ao quadruplo da outra.
Solucao:
Utilizando as féormulas da soma e do produto, temos:

x1+x2=—%= 1 e x-x=§=k+3 2

Do enunciado, temos X, = 4x,. 3
Substituindo 3 em 1 , obtemos:

4x, + X, =5 =X, =1=x =4
De 2 , temos:

1-4=k+3=k=1

Forma fatorada

Se f: R — R é uma fungdo polinomial do 2¢ grau dada pory = ax? + bx + c,
com raizes x, e x,, entdo f pode ser escrita na formay =a - (x — x,) - (x — x,),
que ¢é a chamada forma fatorada da funcdo do 22 grau (lembre-se de que fa-
torar uma expressao algébrica significa escrevé-la sob a forma de multiplicagéo).

Vamos mostrar esta propriedade:

y=ax2+bx+c=a-<x2+£x+£>
a a

b C
Lembrando que x, + x, = ——e X, + x, = —, podemos escrever:
a a

y=a-[@—(x +x) x+x-x)

y=a- [xz—xx—xx+x ]
——

y=a-[x-(x—x1)—x2-(x—x1)]
y=a-[(x—x1)-(x—x2)]=a-(x—x1)-<x—x2)

EXEMPLO 8

As raizes da funcdoy = x2 — 2x — 3 sdo —1 e 3. A forma fatorada
dessa funcéo é:
y=1-x==D-Kx=3)=Kx+1)-(x-3)

101
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5
EXERCICIOS £0 Sorano
16 Calcule a soma e o produto das raizes reais das = 22 Em cada item, esta representado o gréfico de uma
seguintes equacdes do 22 grau: funcdo quadrética f.
a)3xX—x—-5=0 d)x(x — 3) =2 Determine, para cada caso, o sinal da soma (S) e
b) —x2+ 6x— 5 =0 e (x—4)- x+5) =0 do produto (P) das raizes de f:
Q2¢-7=0 a v
17 Sejamr, er, as raizes da equagdo do 22 grau
2x? — 6x + 3 = 0. Determine o valor de:
a)r, +r, d) 1 + 1
b) [, r r 0 xk/x2 X
e)ri+r?
o (r,+3)-(r,+3) b) y
18 A diferenca entre as raizes da equacao
X2+ 11x 4+ p =0 (com p € R) é igual a 5. Com X‘/\X2

base nesse dado: / \ 0

a) determine as raizes;

b) encontre o valor de p. <) y

19 Uma das raizes da equacdo x> — 25x + 2p = 0 X, X,
(com p € R) excede a outra em 3 unidades. En- / 0 \ x
contre as raizes da equacéo e o valor de p.

20 As raizes reais da equagdo x> + 2mx + 48 = 0
(com m € R) sdo negativas e uma ¢ o triplo da
outra. Qual é o valor de m?

23 Determine m € R de modo que a equacdo
x2 4+ mx+ (m2—m — 12) = 0tenhauma raiz nula
e a outra positiva.

21 Resolva mentalmente as equagbes do 22 grau 24
usando soma e produto.
a)x2—2x—3=0 c) XX +4x—-5=0
b) x> +6x+5=0 d) x*+2x—35=0

Em cada caso, obtenha a forma fatorada de f, sendo:
a) f(x) = x2 — 8x d) f(x) = —x2 + 10x — 25
b) f(x) =x* —7x+ 10 e)f(x) = 2x> — 5x + 2
c) f(x) = —2x% + 10x

3 coordenadas do vértice da parabola

Vamos obter as coordenadas do ponto V, chamado vértice da parabola.

Se a > 0, a paradbola tem concavidade voltada para cima e um ponto de
minimo V; se a < 0, a pardbola tem concavidade voltada para baixo e um
ponto de méaximo V.

«Sea>0 - Sea<0
y y
0 I X




Funcao quadratica

Vamos retomar a férmula que define a funcdo quadratica e escrevé-la de outra forma:

y=ax2+bx+c=a(x2+2x+£)

a a
| b b? b2 | ¢
=a|[®+=x+-——|-—+—=

y a_(x a 4a2> 4a? a}

[ b b? (b2 c)
— 2+_, 4+ - |— - =
y=2a (X a X 4a2) 432 a}

[ b\ b?—4dac
= + — —_
y=a (x > ) }

| by A
= + _— —_—_—
Yo _(X 2a> 4a2}

Essa Ultima forma é denominada forma canénica da funcdo quadratica.

A b A . o ]
Observando a forma candnica, podemos notar que a, 2 e 7530 constantes. Apenas x é variavel. Dai:
a 4a

se a > 0, entdo o valor minimo de y é estabelecido quando ocorrer o valor minimo para

b\ A b\, : , L
(X + —| — ——, como (X + 2— e sempre malor ou |gua| a zero, seu valor minimo ocorre se
a

2a 432
b . b . , < . .
X + > 0, ou seja, se x = — 55 nessa situacdo, o valor minimo de y é:
a
A A
=ofo- -2
432 4a
se a < 0, por meio de raciocinio semelhante, concluimos que o valor maximo de y ocorre se
b . - I~ .
X = — 2—; nessa situacdo, o valor maximo de y é:
a
A ) A
=a(0— =——
y < 4a? 4a

Concluindo, em ambos os casos as coordenadas de V sao:

EXEMPLO 9

Vamos obter as coordenadas do vértice da parabola que representa
a funcéo dada por
y = x> — 12x + 30.

L __b _12_ oA _ Q
v 2a 2 v 43 :

144 — 120 24 Depois de encontrarmos
B 4 T2 —6 X, = 6, COMO seria pos-

sivel obter y, sem usar a

Observe que, como a = 1 > 0, o vértice (6, —6) representa um

ponto de minimo da funcéo. formula — —2-2
4a

103
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3 O conjunto imagem

O conjunto imagem Im da funcdo definida pory = ax* + bx + ¢, com a # 0, é o conjunto dos valores
que y pode assumir. Ha duas possibilidades:

«Sea>0 +Sea<O
A A
Im = E[R|2=—— I={€R|s=——}
m {y =% 4a} m=y Y= 4a
y y
%
yv '---7\
0 )I<v X
v, , /
0 >:<V X
EXEMPLO 10
Vamos determinar o conjunto imagem da funcdo quadrética dada pory = —3x? + 5x — 2.
O vértice V dessa pardbola tem coordenadas:
__b 5., __A__25-24_ 1
2a 6 -V T a 1212
Como a < 0, a funcdo admite ponto de méaximo.
O valor méaximo que essa funcao assume éy,, = T
. : 1
Nesse caso, o conjunto imagem dessa funcdo é Im = {y ER|y= E}
9
EXERCICIOS {2 Hitrmo

25 Obtenha o vértice de cada uma das pardbolas - 28 O gréfico sequinte representa a funcao quadrética
representativas das funcées quadréaticas: dada pory = —3x* + bx + c. Quais sao os valores
" , debec?
a)y=x-6x+14 Qy=x*-9
y

b)y=-2x—x+3 504

26 Qual ¢ o valor minimo (ou maximo) assumido por
cada uma das funcées quadraticas dadas pelas leis

abaixo?
a) y = —2x* + 60x Qy=-x+2x-5 0 =
b)y=x*—4x+ 8 dy=3x+2

29 Uma bola, lancada verticalmente para cima, a partir
do solo, tem sua altura h (em metros) expressa em
funcdo do tempo t (em segundos), decorrido apds

ay=x -2 Qy=K+12-x o lancamento, pela lei:

b)y=5-x d) y =x(x + 3) h(t) = 40t — 5¢t2

27 Qual é o conjunto imagem de cada uma das fun-
¢des quadraticas dadas pelas leis abaixo?




Determine:

a) a altura em que a bola se encontra 1 s ap6s o
lancamento;

b) o(s) instante(s) em que a bola se encontra a
75 m do solo;

32

¢) a altura maxima atingida pela bola;

d) o instante em que a bola retorna ao solo.

30 Estima-se que, para um exportador, o valor v(x), em
milhares de reais, do quilograma de certo minério
seja dado pela lei: v(x) = 0,6x* — 2,4x + 6, sendo
X 0 numero de anos contados a partir de 2010
(x=10),com0=<x=<10.

a) Entre que anos o valor do quilograma desse
produto diminuiu?

b) Qual é o valor minimo atingido pelo quilograma
do produto?

¢) Em que ano o preco do quilograma do produto
serd maximo? Qual serd esse valor?

31 A lei que expressa o numero (y) de milhares
de downloads de um aplicativo baixado em

smartphones, em funcdo do numero (x) de 33

semanas transcorridas desde o instante em que
esse aplicativo ficou disponivel para ser baixado, é:

1 .
y=——x x>+ C-X emque céuma constante

50 34

real.

Sabendo que, ao completar uma semana do ini-
cio da contagem, ja haviam sido registrados 700
downloads, determine:

Funcao quadratica

a) apos quantas semanas, no minimo nao foram
registrados mais downloads desse aplicativo;

b) apds quantas semanas do inicio o nimero de
downloads foi méximo e qual foi esse nimero.

Um fazendeiro possui 150 metros de um rolo de
tela para cercar um jardim retangular e um pomar,
aproveitando, como um dos lados, parte de um
muro, conforme indica a figura seguinte:

muro
] s o

x| pomar ! x jardim 'x
LI r
T y T 2y 1

a) Para cercar com a tela a maior area possivel,
quais devem ser os valores de x e y?

b) Qualseria a resposta, caso nao fosse possivel apro-
veitar a parte do muro indicada, sendo necessario
cerca-la com a tela? Nesse caso, em que percen-
tual ficaria reduzida a drea méxima da superficie
limitada pelo jardim e pelo pomar reunidos?

Entre todos os retangulos de perimetro 20 cm,
determine aquele cuja area é méxima. Qual é essa
area?

Considere todos os pares ordenados (x, y), com
XEReyER, taisquex —y = 2.

Quais os valores de x e y de modo que a soma dos
quadrados de x e de y seja a menor possivel? Qual
é o valor encontrado para essa soma?

o)

l A receita maxima

Ana vende milho verde em uma praia do litoral
brasileiro. Durante o primeiro més de uma tempora-
da de verdo, Ana observou que, quando o preco da
espiga de milho é fixado em R$ 3,50, s&o vendidas 40
unidades por dia. Procurando aumentar sua arrecada-
¢do, Ana fez algumas reducdes no preco da espiga que
acarretaram um aumento nas vendas. Nessa relacdo
entre preco e nimero de espigas vendidas, ela péde
verificar que, para cada R$ 0,10 de desconto, o nu-
mero de espigas vendidas por dia aumentava em duas
unidades, como mostra o grafico ao lado (o desconto

TROQUE IDEIAS

Preco da espiga de milho (reais)

3,50
3,401
3,304
3,204
3,10
3,00+

2,504

A

OV 40 42 44 46 48 50

Numero de espigas
vendidas por dia

maximo praticado foi de R$ 1,50 e podem ser oferecidos descontos segundo multiplos de R$ 0,05).
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a) Considerando linear a relagao entre o preco (y) e o nimero (x) de espigas de milho vendi-
d ontre a lei da funcéo rep ada pel gréfico.
b) Cop cade mpl bela segui q lac o preco da espiga de milho,
mero de unidad ear

c) Ao analisa thAf dmbqlpg cobrado pela espiga
que p p ria a maio t p I sto é, a receita maxima. Use seus conhecimentos
para resoI e problema A fin I é devera determinar:

i) 0 preco a ser cobrado pela unidade de espiga;
ii) a quantidade de espigas vendidas por esse preco;
iii) a receita gerada nessas condicoes.

D Esboco da parabola

Muitas vezes, ¢é interessante faz mbgdgfdpbl em montar toda a tabela de pares
(x, y) que tfmldfqutE esboco retine elementos da parabola como vértice,

intersecoes com o eixo X (se houver), que fornecem os zeros reais da fu ncao, e intersecdo com o eixo y. Esses
lem permitem li p mpor s das funcdes que as representam, como o sinal
t los d scimento e d mento, o ponto de maximo (ou de minimo) et
Acompanhe, no roteiro ab p para fazer o esboco da parédbol
- O sinal do coeficiente a define a ¢ vidade da parabola.

* As raizes (ou zeros) definem os pontos em que a parabola intersecta o eixo Ox.

« O vértice V (—23 —4A> indica o ponto de minimo (se a > 0) ou o de méaximo (se a < 0).
a a

 Areta que passa por V e é paralela ao eixo Oy é o eixo de simetria da parabola. Veja um pouco mais
sobre o eixo de simetria da parabola na pagina 114.
« Parax=0,temosy=a-0?+ b -0+ c=c; entdo (0, c) é o ponto em que a parabola corta o eixo Oy.

Veja os exemplos a seguir.



Funcao quadratica 107

EXEMPLO 11

Facamos o esboco do gréfico da funcdo quadrética dada pory = 2x* — 5x + 2.
Caracteristicas:

- concavidade voltada para cima, poisa =2 > 0 Y eixo de simetria
0,2)
craizes: 2x* = 5x+2 =0 = x=13oux=2
- b A 5 9 1 5
e vértice:V=————|=|= — = 1 2
vértice ( 7 4a) (4, 8) 3
- intersecdo com o eixo Oy: (0, ¢) = (0, 2) 0 e x
9 1
Notequelmz{ye R|y>—%}. s :

, 5 5
Observe que f é crescente se x > 7 e decrescente se x < T

Se a funcdo quadratica tem duas raizes reais e distintas,
qual é a relacdo existente entre elas e a abscissa do vértice?

- |
Vamos fazer o esboco do grafico da fungdo quadratica dada pory = x* — 2x + 1.
Caracteristicas:
- concavidade voltada para cima, poisa = 1> 0
s raizesx* — 2x + 1 =0 = x =1 (raiz dupla) y :‘/eixodesimetria
-vértice:V=<— E,—A =(1,0)
2a 4a
- intersecdo com o eixo Oy: (0, ¢) = (0, 1)
Note que Im ={y € R | y = 0}.
Observe que f é crescente se x > 1 e decrescente se x < 1. X
Se a func¢do quadratica tem uma raiz real dupla, qual é a
relacdo existente entre essa raiz e a abscissa do vértice?
- |

Vamos fazer o esbogo do grafico da funcdo quadratica dada pory = —x*> — x — 3.
Caracteristicas:
- concavidade voltada para baixo, poisa = =1 <0
 zeros: —x2 — x — 3 = 0 = Axreal, pois A <0
- b A 1 11
svérticelV=|—— ——|=|—%, ——
( 23 4a> ( 2 4 )

« intersecdo com o eixo Oy: (0, ¢) = (0, —3)
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Como temos apenas dois pontos, é recomendavel obter
mais alguns, por exemplo: S
x=1=y=-5/(1,-5) '

x=—-1=y=-3;(—1,-3) etc.

Note que Im :{ye R|ys —ﬂ}.

4
Na paradbola desse exemplo, qual é o outro valor
de x correspondente ay = —57?

eixo de

/ simetria

EXEMPLO 14

Vamos determinar a lei da fungdo quadratica cujo esboco y
do grafico esta representado ao lado.

As raizes da funcdo quadratica sdo —3 e 0; entdo sua lei,
na forma fatorada, é:

y=a-(x+3)-(x—0) ’
Parax = —1, temos y = 2, entdo: E
2=a(-1+3)(-1-0 = 2=-2a = a=—1 -3 e x
Dal:
y=-1x+3)x = y=—x—3x
9
EXERCICIOS {4 Skino

Qy=-—-x—2x—1
dy=-x+2x+38

a) y = 4x? — 2x
b)y=-2x+4x—-5

35 Faca o esboco do gréafico das funcdes dadas pelas
leis seguintes, com dominio em R, destacando
0 conjunto imagem.

a)y=x2—6x+8 38 Um bidlogo desejava comparar a agao de dois fer-

36

37

b) y = —2x* + 4x
y=x—4x+4
dy=x-3)-x+2)

Esboce o grafico de cada uma das funcoes dadas
pelas leis a seguir, com dominio real, e forneca
também o conjunto imagem:
1
= —y2 + —
a)y X 7
b)y=x2+2x+5

o y=—-3x
Faca o esboco do gréfico de cada fungdo quadrati-

ca definida pela lei dada, destacando os intervalos
em que a funcéo é crescente ou decrescente:

tilizantes. Para isso, duas plantas A e B da mesma
espécie, que nasceram no mesmo dia, foram desde
o inicio tratadas com fertilizantes diferentes.

Durante varios dias ele acompanhou o crescimento
dessas plantas, medindo, dia a dia, suas alturas.
Ele observou que a planta A cresceu linearmente, a
taxa de 2,5 cm por dia; e a altura da planta B pode
20x — x?

— 5
em quey é a altura medida em centimetros e x o

ser modelada pela fungao dada pory =

tempo medido em dias.

a) Obtenha a diferenca entre as alturas dessas
plantas com 2 dias de vida.

b) Qual é a lei da funcao que representa a altura (y)
da planta A em funcao de x (nimero de dias)?
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¢) Determine o dia em que as duas plantas atin- - 44 A figura a seguir mostra os graficos de duas fun-
giram a mesma altura e qual foi essa altura. cGes, feg.
d) Calcule a taxa média de variacdo do crescimento
das plantas A e B do 12 ao 42 dia.

39 A parébola seguinte representa a funcao dada por
f(x) = ax? + bx + c. Determine o sinal dos coefi-
cientes a, b e c.

y
0 X a) Usando a forma fatorada, obtenha a lei que
define f.
b) Qual é a lei que define g?
40 Determine a lei da fungdo que cada grafico a seguir ¢) Qual é a ordenada do ponto P?
representa:
a) y 42 Determine, em cada caso, a lei que define a funcao

quadratica:

a) de raizes 4 e —2 e cujo vértice da parabola
correspondente é o ponto (1, 9);

b) deraiz duplaigual a ¥ 3 e cujo grafico intersecta
o eixo Oy em (0, 3);

c) cujo gréafico contém os pontos (—1, —4), (1, 2)
e (2, —1).

B sinal

Consideremos uma funcao quadratica dada pory = f(x) = ax2 + bx + ce
determinemos os valores de x para os quais y é negativo e os valores de x para
0s quais y é positivo.

Conforme o sinal do discriminante A = b? — 4ac, podem ocorrer os se-
guintes casos:

A>0

Nesse caso, a fungao quadratica admite duas raizes reais distintas (x, # x,).
A parabola intersecta o eixo Ox em dois pontos, e o sinal da funcéo é o indicado
nos graficos abaixo:

y

a>0 a<o
y>0&x<x 0ux>x, y>0ex <x<x,
y<0ex <x<Xx Yy <0&Xx<Xx 0UX>X,
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A=0

Nesse caso a funcao quadratica admite duas raizes reais iguais (x, = x,).
A parabola tangencia o eixo Ox, isto é, intersecta o eixo em um Unico ponto, e
o sinal da funcéo é o indicado nos gréficos abaixo:

AL T

olx, =x,

a>0 a<o
y >0, Vx # x, y <0, Vx # x,
Ax tal quey <0 Ax tal quey >0

A<O

Nesse caso, a funcdo quadratica ndo admite raizes reais. A pardbola ndo
intersecta o eixo Ox e o sinal da funcdo é o indicado nos graficos abaixo:

y y
0 @ @ X

® ®

ol X
a>0 a<o
y >0, Vx y <0, Vx
Ax tal quey <0 Ax tal quey >0
EXEMPLO 15

Vamos estudar o sinal dey = x> — 5x + 6.
Temos:

a = 1> 0 = pardbola com concavidade voltada para cima
A =Db?—4ac=25—-24=1>0= dois zeros reais distintos
X = “btiA 541 =>x =2ex, =3

2a 2 1 2 )
Assim: y>0&x<2oux>3

y<0es2<x<3

EXEMPLO 16
Vamos estudar o sinal dey = —x? + 6x — 9.
Temos:
a = —1 < 0 = pardbola com concavidade voltada para baixo
A = b? — 4ac = 36 — 36 = 0 = dois zeros reais iguais
(o —b*dA _ —6+0 _ O
2a -2

Assim: y <0, Vx # 3
Ax tal quey >0
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EXERCICIOS {2 i

43 Faca o estudo do sinal de cada funcdo, de R em R, cujo gréfico esta representado a seguir.
a) y b) y c) d) y

44 Faca o estudo de sinal de cada uma das funcdes de R em R, definidas pelas seguintes leis:

a)y=-3¢-8+3 e y=—x+2x—1
b)y=4x +x—-5 fly=3¥¢-x+4
Q) y=9x¢—6x+1 g) y = 3x
dy=2-x h) y = 4x> + 8x
\ J

B inequacées

Vamos retomar a situacdo 1 da introducdo deste capitulo.
Vimos que a lei que expressa o numero (y) de jogos do campeonato em funcdo do nimero (x) de
clubes é:
y=x*—X

Suponhamos que a Confederacdo Brasileira de Futebol (CBF), ao organizar um campeonato, perceba
que sé ha datas disponiveis para a realizacdo de no méximo 150 jogos. Quantos clubes poderdo participar?
Para responder a essa questdo, temos de resolver a inequacao:

x? —x <150
que equivale a x> — x — 150 < 0.
Esse é um exemplo de uma inequagado do 22 grau, conteldo que passaremos a estudar agora.
O processo de resolugdo de uma inequagao do 22 grau estd baseado no estudo do sinal da funcdo do
22 grau envolvida na desigualdade. E importante observar a analogia entre o processo que sera apresen-
tado e um dos processos usados para resolver inequacdes do 12 grau, como vimos no capitulo anterior.
Acompanhe os exemplos seguintes:

EXEMPLO 17

Para resolver, em R, a inequacgdo 6x?> — 5x + 1 < 0, fazemos o seguinte:
Chamamos de y a funcdo quadratica no 12 membro: y = 6x* — 5x + 1. Depois, estudamos o sinal
dey:
1

a=6>O,A=1>O,ra|'zes:le—.
2 3

Sinal

>0 x<loux>1—)
y 3 2

<O<::>l<x<l
y 3 2

111




12 CAPITULO 5

©) ©)
o

1 1
3 2

A inequacdo pergunta: “para que valores de x temos y < 0?".

Temos:lsxs 1 ouS={xe|R{ lsxsl}
3 3 2

2

EXEMPLO 18

Para resolver, em R, a inequacgao x> + x = 2x? + 1, vamos escrever todos os termos da inequacao

em um dos membros, por exemplo, o 1¢ membro:
XX+x—2x—-1=0
-x+x—=1=0

Agora, estudamos o sinaldey = —x? + x — 1.

Temos:

a = —1 = pardbola com concavidade voltada para baixo

A =Db?—4ac =1 —4 = —3 = nao ha zeros reais

o S) o x

Concluindo, y < 0, Vx € R.
A inequacao pergunta: “para que valores de x temos 'y = 0?".
Dessa forma, #x € R tal quey = 0, ou seja, S = .

EXEMPLO 19

Vamos resolver, em R, a inequacdo 2x? + 3x + 1 > —x(1 + 2x).
Temos:
2+ 3x+ 1+ x(1 +2x) >0
42 + 4x+1 >0

Vamos estudar o sinal dey = 4x? + 4x + 1.

a=4>0,A=0, raiz —%

Sinal
y >0, ‘v’x#—% \ /
Ax € Rtalquey <0 © ©
3

A inequacdo pergunta: “para que valores de x temos y > 0?".

1 1 1
Portanto, x # ——ou S = ER‘ #——}——R—{——}.
ortanto, X 20U {X X 5 5

X
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EXEMPLO 20

Vamos retomar a situacdo descrita na pagina 111;
é preciso resolver a inequacdo x> — x — 150 < 0.

1 + +4601. © ®
T

Como devemos tery < 0, segue que —11,75 < x < 12,75.
Mas, neste problema, x é o nimero de times e, deste modo, sé pode assumir valores inteiros

As raizes dey = x> — x — 150 séo

considerando ¥601 = 24,5, obtemos como raizes
12,75 e —11,75 e o sinal de 'y é dado ao lado.

positivos.
O maior inteiro nestas condigdes é x = 12 (12 clubes).

9
EXERCICIOS {2 Gotano
45 Resolva, em R, as seguintes inequacdes: LX) = — EL S 90x — 1500 sendo X o nimero
4 .
a) ¥ —11x—42<0 de milhares de pegas vendidas no més. Determine:
b) 3xX* + 5x—2>0 a) o lucro mensal méximo na venda dessas pecas;
¢ —xX+4x+5=0 b) para que valores de x a empresa tem prejuizo,
d -4 +12x—9<0 isto é, L<O0;
€) 3¢ +x+5>0 c) em queintervalo deve variar o nimero de pegas
vendidas a fim de que o lucro supere 1 milhdo
f) 9% —24x+16<0 .
) X de reais. Use 4600 = 24,5.
46 Petermirje, em[R, o conjunto solugdo das seguintes - 49 Nj figura a sequir tem-se os gréficos das funcées
INequacoes: quadraticas fe g.
a) x>+ 10x—25>0
b) xx — 8+ 15=<0
c) —x2—2x>15
d) x* + 2x < 35
e) xX—4x—3<0
f) ¥ —3x<1
47 Resolva, em R, as inequacgoes:
a) x-(x—3)=0 Determine:
a) as raizes de f;
b) xx < 16 - ,
b) o vértice de cada uma das parabolas que repre-
€) 9x* = 3x sentam essas funcoes;
d) —4x2 <9 c) o conjunto solucao da inequacédo g(x) < 0;
o) (W3) > x d) o conjunto solucdo da inequacao f(x) = 0.
f) x- (x+3)<x-(2—-x 50 Todos os pontos do gréfico da fungdo quadratica
f: R — R definida por f(x) = mx?> — 2x + m estao
48 Na fabricacao de certo produto, o lucro mensal de localizados abaixo do eixo das abscissas. Determine

Nesse caso, haveria 12 - 11 = 132 jogos no campeonato.

uma empresa, em milhares de reais, é dado por

0s possiveis valores reais de m.

13
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(Enem-MEC) Um professor, depois de corrigir as provas de sua turma, percebeu que vérias questdes
estavam muito dificeis. Para compensar, decidiu utilizar uma funcdo polinomial f, de grau menor
que 3, para alterar as notas x da prova para notas y = f(x), da sequinte maneira:

+ A nota zero permanece zero.

< A nota 10 permanece 10.

* A nota 5 passa a ser 6.
A expressao da funcao y = f(x) a ser utilizada pelo professor é:

- Vo 7 _ e 7 -
a)y 25x+ 5x oy 24x+12x e)y=x
- _1e -4
b) y 10x+2x d)y 5x+2
UM POUCO . . . <
> MAIS SOBRE ¢ EiXo de simetria da parabola
Consideremos a pardbola que representa y
a funcéo dada por f(x) = ax? + bx + c. Seu
vertice V tem abscissa x,, = —ZE. e
a :

Consideremos a reta e que passa porV e é
perpendicular ao eixo Ox. Vamos demonstrar
que essa reta é o eixo de simetria da parabola.

Tomando um ponto A da parabola a
distancia r da reta e (conforme mostra a

figura ao lado), as coordenadas de A sdo

50
2a ")

Tomando a funcao quadratica na forma
candnica:

f(x) = a {(x + %)2 - ﬁ}

:a<_i+r+L>Z_A :f<_£+r)
2a 2a 432 2a

Assim, provamos que o ponto B da parabola que tem ordenada igual a de A também esta

T , b , N < s
a distancia r da reta e, pois x, = — > + 1, ou seja, A e B sdo simétricos em relacdo a reta e.
a



