Funcdao exponencial

3 Introducao

Os dados do ultimo censo demografico, ocorrido
em 2010, indicaram que, naquele ano, a populacdo
brasileira era de 190755799 habitantes e estava
crescendo a taxa aproximada de 1,2% ao ano. A taxa
de crescimento populacional leva em consideracdo a
natalidade, a mortalidade, as imigracoes etc.

Suponha que tal crescimento seja mantido para
a década seguinte, isto é, de 2011 a 2020. Nessas
condicoes, qual seria a populacao brasileira ao final
de x anos (x = 1, 2, ..., 10), contados a partir de
20107

Para facilitar os calculos, vamos aproximar a
populagao brasileira em 2010 para 191 milhoes de

O censo é realizado a partir da coleta de dados efetuada pelos
recenseadores, que visitam cada domicilio.

habitantes.
- Passado 1 ano a partirde 2010 (em 2011), a populagdo, em milhdes, seria:
aumento
f_/%
191 +1,2% - 191 =191 + 0,012 - 191 = 1,012 - 191
- ]

populacao 1.2
em 2010 Tpo — 0,012

Aproximadamente 193,29 milhdes de habitantes.
« Passados 2 anos a partir de 2010 (em 2012), a populacdo, em milhdes, seria:

1,012-191 +0,012-1,012-191 =1,012-191(1 + 0,012) = 1,012% - 191

populacéo aumento
em 2011

Aproximadamente 195,61 milhdes de habitantes.
* Passados 3 anos a partir de 2010 (em 2013), a populacdo, em milhoes, seria:

1,0122-191 + 0,012 - 1,0122 - 191 = 1,0122- 191(1 + 0,012) = 1,012% - 191

populacdo aumento
em 2012

Aproximadamente 197,96 milhdes de habitantes.

- Passados x anos, contados a partirde 2010, (x =1, 2, ..., 10), a populacdo
brasileira, em milhdes de habitantes, seria:

1,012%- 191
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A funcdo que associa a populacdo (y), em milhdes de habitantes, ao nimero de anos (x), transcorridos
a partir de 2010, é:
y=1,012%-191
que é um exemplo de funcao exponencial, a qual passaremos a estudar agora.
Inicialmente, vamos fazer uma revisdo sobre poténcias, raizes e suas propriedades — assunto j& estudado
no Ensino Fundamental II.

u Poténcia de expoente natural

Dados um numero real a e um nimero natural n, com n = 2, chama-se poténcia de base a e
expoente n o nUmero a" que é o produto de n fatores iguais a a.

a"=a-a-a-..-a
%f—/
n fatores
Dessa definicdo decorre que:
a’=a - a, a®=a-a-a a*'=a-a-a-a etc.

Ha dois casos especiais:
« Paran = 1, definimos a' = a, pois com um Unico fator ndo se define o produto.

e Paran = 0 e supondo a # 0, definimos a® = 1.

Vejamos alguns exemplos de poténcias:
c43=4 -4 -4=64

(Fe2o 2ot

©(3,22=3,2-3,2=10.24

5
S (~6)* = (~6) - (-6

+3'=3 .70 =1

0
'(130) = < (1,5°=15-15-15=3375
As calculadoras cientificas auxiliam no calculo de poténcias, que pode ser bastante trabalhoso.

Observe a tecla , em que y representa a base da poténcia, e X, seu expoente.

« Para calcular 1,3°, pressionamos:

n-a%—)aﬁﬂﬁ 3.7 1253
Obtemos 3,71293.

* Para calcular 2,38, pressionamos:
289 -8-0D0-8 - "53.0dss
Obtemos o valor aproximado 783,1098528.

Cabe ressaltar que existem muitos modelos de calculadora e, em alguns casos, uma ou outra das ope-
racoes anteriores podera ser invertida.

Em alguns modelos, a tecla é substituida pela tecla a
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Propriedades
Sendo a e b nimeros reais e m e n naturais, valem as seguintes propriedades:

I)am-an=antr I) (@ - b)'=a" - b" V) (@)= amn

m

II) —=gagm™n 7’:0 = in:a—n
) S =anr(ar0em=n) 1v)<b) S b#0)

Estas propriedades podem ser usadas para simplificar expressoes. Veja o exemplo a sequir.

EXEMPLO 1

Supondo a - b # 0, simplifiquemos a expressao:
(a2b3)5
y = (a2)3b7
Aplicando as propriedades estudadas, temos:
a10b15
Y

= g10-6p15-7 = 348

OBSERVAGAO &)

Na definicdo de poténcia com expoente natural, foi estabelecido que Va € R*, a® = 1. Isso garante a validade das
propriedades apresentadas. Veja:
* Facamos m = 0, de acordo com a primeira propriedade:
aO.an — a0+n = 3"
[ S
Para que ocorra igualdade, devemos ter a® = 1.

* Facamos m = n, de acordo com a segunda propriedade:
an

Por um lado,

= 1, que é o quociente de dois nUmeros iguais.
aﬂ

Por outro lado, aplicando a propriedade, temos:

an

— anfn — aO
an

Convenciona-se, entdo, a® = 1.

u Poténcia de expoente inteiro negativo

Vamos definir as poténcias de expoente inteiro negativo de modo que as
propriedades estudadas no item anterior continuem valendo.
Observe os exemplos seguintes:

© 2323 =233 =20=1; assim, 23 - L

23
73

L] 75
3 . X
Por outro lado, temos: &= = — L 2+ _ ]

7 7777 T2

= 735 =72

Por que esta definicdo
nado vale paraa = 0?

Os calculos acima sugerem a definicdo a seguir.

Dados um nUmero real a, ndo nulo, e um ndmero n natural, chama-se
poténcia de base a e expoente —n o nimero a™, que é o inverso de a".
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Vejamos alguns exemplos:

1 1 1 1
03_2=—=— 0—5_2= = —_—
3279 (=5) (-5)2 25
1 1 1 1
02‘4=—=— 01_8=—=—=1
2 16 18 1
-(04)2=(4>'2=(2)'2= 1 _ 1 _.25
' 10 5 (;)2 4 4
5 25
Propriedades

As cinco propriedades enunciadas para poténcia de expoente natural sédo
validas para poténcia de expoente inteiro negativo, quaisquer que sejam 0s

valores dos expoentes m e n inteiros.

9
EXERCICIOS
1 Calcule:
a) 5° 9) (%)
1 0
_E)\3 o
b) (~5) h) ( 2)
Q) 573 i) —(—2)°
2V . ,
d) (—?) ) 10
1 )
e) (%) k) 10~
11\ 1\?
SR
2 Calcule:
a) 0,22 g) 1,23
b) 0,1 h) (-3,2)
) 3,4 i) 0,6°
d) (—4,17)° j) 0,08
e) 0,052 k) (—0,3)"
f) 1,257 ) (-0,01)7

3 Calcule o valor de cada uma das expressoes:

2 1
oaefif-co 5

03] 3]

3
0 C= —2-(%) + 11— (=2)!

@ FACA NO
XY CADERNO

Escreva em uma Unica poténcia:

113 (1192 - 11 10 - 10-5 - (107)°3
a) 11° d) 109
b) '(24)3(2.112)72 - 232 - 34
B ¢ 3o
’]O*Z . (L)
0 10
0.01)1

Coloque em ordem crescente:

2 -3
A=(=2)2-3-(05), B=>+ (%) (—%) e

Escreva em uma Unica poténcia:

a) a metade de 2;

b) o triplo de 3%;

C) a oitava parte de 4%

d) o quadrado do quintuplo de 25'.
248 4 422 — Q%

PERET , obtenha o valor de

Sendo a =

1.
26
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B oo

l Notacao cientifica I

Ndmeros muito pequenos ou muito grandes sdo frequentes em estudos cientificos e medicoes de
grandezas, permeando varias areas do conhecimento, como Fisica, Quimica, Astronomia, Biologia,
Meio Ambiente etc. Observe alguns exemplos:

I) A massa do planeta Terra é de 5980000000000000000000000 kg.
II) A distancia entre a Terra e a Lua é de 384000000 m.
III) A massa de um préton é de 0,000000000000000000000000001673 kg.
)

IV) Ano-luz é a distancia percorrida pela luz em um ano, no vacuo, a velocidade aproximada de
300000 km/s. Um ano-luz equivale a aproximadamente 9460530000000 km.
V) Quando o nivel de ozdnio no ar em certa regido atinge 200 1g/m?, inicia-se o estado de
atencdo na regido. Isso significa que cada metro cibico de ar contém 0,0002 g de ozb6nio
(1 grama corresponde a 1 milhdo de microgramas).
A leitura desses numeros é facilitada quando sdo escritos em notacao cientifica. Basicamente,
trata-se de escrevé-los como o produto de um ndmero real a (1 < a < 10) e uma poténcia de base
dez e expoente inteiro. Observe alguns exemplos:

62000000 = 6,2 - 10000000 = 6,2 - 107
35 _35

= —_— = — . —6
0,0000035 1000000~ 10° 3,5-10
15670000000 = 1,567 - 10'°

= 8 = 8 = o -4
0,0008 = 10000 07 8-10

A vantagem de escrever um nUmero em notacao cientifica é a rapidez no reconhecimento da
ordem de grandeza desses numeros.
* Faca o que se pede:

a) Escreva os nimeros presentes nos exemplos I, IT, III, IV e V em notacao cientifica.

b) Efetue as seguintes operacdes, escrevendo o resul-
tado em notacéo cientifica:

i) 0,0000005 - 42000000

ii) 0,000000006 : 0,00015
iii) 1300000000 - 50000000000
iv) 4500000 : 0,0009

THINKSTOCK/GETTY IMAGES

c) A distancia média aproximada de Vénus ao Sol é de
1,082 - 10" m e a distancia média aproximada da
Terra ao Sol é de 149,6 - 10° km.

i) Qual planeta se encontra mais préximo do Sol?

ii) Qual é a diferenca entre a maior e a menor dis-

A i3 t 7 E t A Terra e a Lua vistas de um satélite orbitando a
ancla em qullometross Escreva a resposta em 35000 km de altura.

notacao cientifica.
Fontes de pesquisa: Atlas geogréfico escolar. 62 ed. Rio de Janeiro: IBGE, 2012.; Parémetros fisicos e astrondmicos.
Disponivel em: <astro.if.ufrgs.br/dados.htm>. Acesso em: 4 mar. 2016.
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- V & - » - - Y & -
3 Raiz n-ésima (enésima) aritmética
Dados um numero real ndo negativo a e um nimero natural n, n = 1,
chama-se raiz enésima aritmética de a o nimero real e ndo negativo b

tal que b" = a.

O simbolo Ya, chamado radical, indica a raiz enésima aritmética de a.
Nele, a é chamado radicando, e n, indice.

Ya=beob=0eb =a

Vejamos alguns exemplos:

- %16 = V16 = 4, pois 42 = 16 - §0 = 0, pois 05 = 0
+ 327 = 3, pois 33 = 27 - 316 = 2, pois 24 = 16
Da definicdo, decorre que para todoa > 0en &€ N*:

(¥a)" = a
Propriedades

Sendo a e b reais ndo negativos, minteiro e n e p naturais ndo nulos, valem
as seguintes propriedades:

D dam =" 1) ({a)" = Var
P/n __p-n
mY¥a-b="%a-% V) Wa =°Ya
a Na

m & =22 (pzo0

) n b n,b ( )
A titulo de curiosidade, vamos apresentar a demonstracao da segunda

propriedade.

Sejax =%a - Vb > 0.

Temos: x" = (Ya - ¥b)" =
=X = (Q/E)n : (Q/E)n:
=S>x'=a-bZS
=%y =%a-b

Assim, ¥a - ¥b = ¥a - b.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Simplifique:
a) V72 + 448
b) (242 )
Solucéo:
a) V72 +4y8 =32-22-2+4y22-2=2-32 +4-2{2 =62 + &2 = 142
b) (2v2)' =2¢- (2)' = 2¢ - 425 =2¢- 22 = 26 = 64




Funcdo exponencial 133

2 Racionalize o denominador das expressoes:

4 4
37 b) 5
No item b foi usado
Solucao: um produto notével.

Identifique-o.

Os denominadores nos itens a e b sdo nUmeros irracionais. Devemos obter
uma expressao equivalente com denominador racional. Fagamos:

4 _ 4 2 _4l2_,p5

VIS Tmm .

4 4 341 ad3+1)  aldm3ea)
b)ﬁ—1_5—1'5+1_(4§)2_12_ 2 =233 +1)
‘ 7
EXERCICIOS {2 Gbeano
8 Calcule: 11 Racionalize o denominador das expressdes seguintes:
a) V169 e) 40,175 a) = &) =
1
b) ¥512 f) 100000 JF 2+
9 1 9) 1578 V3 e
V3
d) 40,25 o = A5 =42
) {5 )=
9 Simplifique os radicais seguintes: d) 333
a) 18 c) V54 e) Y240
31012
b) V54 d) V288 f) 10 B rotue
10 Efetue: a) V6 - 24 ) W2E
a) 32 + 450 b)V2 -3 .48 9) W7 ++2)
b) ¥200 — 3V72 + V12 o) V48 : 42 h) 3 -+2)
o) 476 + 54 - {2 d) (¥2)"° ) V232
d) V1200 — 2448 + 3427 e) (342)
\ J

u Poténcia de expoente racional

Para dar significado as poténcias de expoente racional (como, por exemplo,
3 1

i3 1
3%,4%,27, ..)) devemos lembrar que sua definicdo deve garantir a validade
das propriedades operatdrias ja estudadas neste capitulo.

Observe os exemplos:

1 1+l 12 L
«37.3 =37 % =3"=3:assim, (32) = 3, ou seja, 3 é araiz quadrada
1
aritmética de 3, isto é, V3 = 37.

1 1
3

1 14141 13 1
7 7 =21=2;assim, (2 ) =2,0useja, 2° éaraiz

A .
«23.23.23 =9

1
clbica aritmética de 2, isto é, ¥2 = 2°.
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Os exemplos anteriores ilustram a seguinte definicao:

1
Paraa€R,a>0en & N¥ temosan= 3.

Acompanhe agora os calculos seguintes:
3 3 3 3 3
.87.87 = 87*7: g2 7_g}

3

2 3
Assim, (82> = 8’e, portanto, a raiz quadrada aritmética de 8’ é igual a 87,
3

ou seja, V8% = 87,

2z 2
3

2
<4747 4

242 3-2
t3t3 3

=4 =4 3= 4?

[WN]

2

3 2z
Assim, (43> = 4’ e, portanto, a raiz cUbica aritmética de 42 é igual a 4°,
2
ou seja, Y42 = 4°.
Essas consideragbes ilustram a seguinte definicdo:

Dados um numero real positivo @, um ndimero inteiro m e um ndmero
N m :
natural n (n = 1), chama-se poténcia de base a e expoente — a raiz
o , . . L. n
enésima (n-ésima) aritmética de a™.

m
n

a"=4an
Definicao especial:
Sendo % > 0, define-se: 0" = 0.
Exemplos:
1 1
T Bl 1 1
+ 5% =45 <64 T =3647 = 3}—=—
N 3 64 4
-8°=38=2 ©27=42 =48 =212
z il
<17 =917 =1 <0°=0
2 1
el 7 - 1 1
.53 =32 = .100 ‘=3%100" = |—— = L
52 =125 100 10
Propriedades
Sendo a e b reais positivos e % ef racionais, valem as seguintes propriedades:
P r,r I R 1
Da'-a =a' V) (a:b)"=a" : b’
P B r LA A
I a*:a* =a" ° V) (ac‘>?=aq ’
I R
III) (a-b)* =a%-b°

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

3
Z

3 Calcule ovalordey = 27% - 16
Solucao:
Podemos resolver de duas formas:
a) Escrevendo as poténcias na forma de raizes: y = 3272 — 416® = 3729 — 44096 = 9 — 8 = 1
b) Usando as propriedades das poténcias: y = (33)% — (24)% =32-22=9-8=1
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EXERCICIOS

Calcule o valor de:
1
a) 27°
4
b) 256°
1
c) 32°
4
d) 64°
4
e) 576°

Calcule o valor de:

-2
15 Qual é o valor de a®, sendo a = (%) +

Funcdo exponencial

% FACA NO
59 CADERNO

5 (L)'~
> 3
f) 0,25 eb=——+—2
1 -2
27 \3 L)
9) (1 ooo) (2
1 0,25
h) (ﬂ) 16 A 4rea da superficie corporal (ASC) de uma pessoa,
i) 0,50 em metros quadrados, pode ser estimada pela
' férmula de Mosteller:
_(h-m -
Ac _( 3600 )
1 em que h é a altura da pessoa em centimetros e m
f) 0,09 é a massa da pessoa em quilogramas.
g) 167 a) Calcule a area da superficie corporal de um
h) 87 individuo de 1,69 m e 75 kg. Use3 = 1,7.
2 i 2
) 00017 b) Juvenal tem ASC igual a 2 m? e massa 80 kg.

Qual é a altura de Juvenal?

c) Considere dois amigos, Rui e Eli, ambos com
81 kg de massa. A altura de Rui é 21% maior
do que a altura de Eli. A ASC de Rui é x% maior
do que a ASC de Eli. Qual é o valor de x?

u Poténcia de expoente irracional

Vamos agora dar significado as poténcias do tipo a*, em que a € R* , e 0

. . N 1\
expoente x é um numero irracional. Por exemplo: 27, 2%, 107, (—) JAE, L

Seja a poténcia 22.

2

Como +2 ¢ irracional, vamos considerar aproximacdes racionais para esse
numero por falta e por excesso e, com auxilio de uma calculadora cientifica,
obter o valor das poténcias de expoentes racionais:

N2 =1,41421356...

Por falta Por excesso
2'=2 22=4
214 = 2,639 215 = 2%: V8 = 242 = 2,828
2141 = 2,657 2'% =~ 2,676
21414 ~ 2 6647 21415 = 2 6666
214142 = 26651 | 2% = 2,6653

Note que, a medida que os expoentes se aproximam de 2 por valores ra-
cionais, tanto por falta quanto por excesso, os valores das poténcias tendem
a um mesmo valor, definido por 27, que é aproximadamente igual a 2,665.

135
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u Poténcia de expoente real

Seaa e R, a>0.
J& estudamos os diferentes tipos de poténcias a* com x racional ou irracional.

Em qualquer caso, a* > 0, isto &, toda poténcia de base real positiva e expoente
real € um nUmero positivo.

Para essas poténcias, continuam validas todas as propriedades apresentadas
nos itens anteriores deste capitulo.

3 Funcio exponencial

Chama-se fungao exponencial qualquer funcao f de R em R* dada por
uma lei da forma f(x) = a*, em que a é um nUmero real dado,a >0ea # 1.

Séo exemplos de funcdes exponenciais:y = 105 y = (1?) y=2%y= (%) etc.

Observe que, na definicdo acima, ha restricdes em relacao a base a.
De fato: 1

- Sea < 0, nem sempre o nimero a* é real, como, por exemplo, (—3)* & R.
* Sea =0, temos:

sex >0,y = 0= 0 (funcdo constante)
se x < 0, nao se define 0* (por exemplo, 0-3)
se x = 0, ndo se define Q°

- Sea =1, para todo x € R, a funcdo dada pory = 1* = 1 é constante.

Grafico

Vamos construir os gréaficos de algumas funcoes exponenciais e, em seguida,
observar algumas propriedades.

EXEMPLO 2

Vejamos como construir o grafico da funcéo f, cuja lei éy = 2%
Vamos usar o método de localizar alguns pontos do grafico e liga-los por meio de uma curva.

X y y
1
_3 8 |
1 8 |
1
- 2 |
0 1 4]
1 1
> (2 =141
2 ' B2t
1 2 I
2 4 —5-4-3-2-19] }1 x
3 8

Observe que Vx € R, 2* > 0 e, deste modo, Im = R¥.



EXEMPLO 3

Vamos construir o grafico da funcao f,

cujaleiéy = <17> :

<
o0

IS

N
N
ISENEN
00| = | w

Funcdo exponencial

—5—-4-3-2—-1101 2 3 4 5 X

O numero e
Um importante nimero irracional em Matematica é o numero
e = 2,718281828459... . Para introduzi-lo, vamos considerar a expressao

1 .
(1 + x)*, definida em R*, e estudar os valores que ela assume quando X se
aproxima de zero:

X 0.1 0,01 0,001 0,0001 | 0,00001

4
X

(1 +x)* | =2594 | =2,705 | =2,717 |=2,7182|=2,7183

Na tabela, podemos notar que, a medida que x se aproxima de zero, os
1

valores de (1 + x)T ficam mais préximos do nimero e = 2,7183.
Considerando valores negativos de x cada vez mais préximos de zero (por
exemplo, x = —0,1; x = —0,01; x = —0,001 etc.), a expressao também fica
cada vez mais proxima de e = 2,7183. Calcule vocé mesmo com o auxilio de
uma calculadora cientifica. 1
Dizemos entdo que o limite de (1 + x)*, quando x tende a zero, é igual ao

1
numero e. Representamos esse fato por lim (1 + x)* = e.
x—0

Observe que Im = R*.
- |
EXEMPLO 4
Observe ao |ado OS gralflcos das fungées Amilvs Edlisr Skinir Opgded Fammmenias Jon=ls Allcs %
. 1 X Ml It ','.‘ "‘.-: 1V 0 | anr s
f e g definidos por f(x) = 3*e g(x) = (=], Gl Al slelo) 4] X =] + &
3 b Jansla de AlgebraX| | b Janala de Visualizagho
.13
tracados com o GeoGebra. o= /
Note que, tanto para a funcdo f como ® st =3
para a funcdo g, tem-se Im = R*.
As curvas obtidas nos exemplos anterio- ;/
res sdo chamadas curvas exponenciais. /
V4
b
f B
-4 1 L] ] 3 4
- |

4 pexse isTo.

Como vocé pode de-

terminar a abscissa do

ponto de intersecdo das

duas curvas do exemplo

4 sem construir o gréfico
\de cada uma delas?
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A descoberta do niimero e é atribuida a John Napier, em seu trabalho de
invencao dos logaritmos, datado de 1614 (veja a secdo Um pouco de Histéria no
capitulo seguinte). Nele, Napier introduziu, de forma nao explicita, o que hoje
conhecemos como numero e. Um século depois, com o desenvolvimento do
calculo infinitesimal, o nimero e teve sua importancia reconhecida. O simbolo
e foi introduzido por Euler, em 1739.

Muitas calculadoras cientificas possuem a tecla - colocada, em geral,
" como segunda funcao (veja a tecla na imagem seguinte; em alguns
modelos, a segunda funcdo da tecla é acionada por meio da tecla ).

Neste modelo, o cdlculo de e* é feito através da segunda
funcao da tecla n (o significado de €n sera apresentado no
capitulo seguinte).

Deste modo, em geral, ndo é necessario substituir e por
alguma aproximacao racional, bastando “entrar com” o ex-
poente x para se conhecer o resultado da poténcia e*.

Veja:
« Para calcular e?, pressionamos:

a - - —  T.389055
Vocé pode usar uma calculadora financeira ou cientifica

Obtemos o valor aproximado 7,389056. para calcular o valor de e,
« Para calcular e, pressionamos:
DD -2 -8 - 22006 4551

Obtemos o valor aproximado 22026,46579.

Em alguns modelos de calculadora, a sequéncia das “operacdes” pode
ser invertida. Veja o calculo de e':

- 8- B - | 22026.45579 //

Afuncao f: R — R* definida por f(x) = e*é a funcao exponencial de base

e, cujo grafico é dado ao lado.

Propriedades

- Na funcdo exponencial cuja lei éy = a*, temos:
x=0=y=a"=1
ou seja, o par ordenado (0, 1) satisfaz a lei y = a* para todo a (coma >0
ea # 1). Isso quer dizer que o grafico da funcdo y = a* intersecta o eixo
Oy no ponto de ordenada 1. y
- Sea > 1, afuncdo definida por f(x) = a
é crescente e seu grafico esta represen-
tado ao lado.

Dados x, e X, reais, temos:
X, <x,&a'<a’

Sao crescentes, por exemplo, as funcdes definidas por: y = 2% y = 3%
yzex;yz(%); y = 10" etc.

FERNANDO FAVORETTO/CRIAR IMAGEM
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- Se 0 < a <1, afuncdo definida por f(x) = ax é decrescente e seu grafico
esta representado abaixo:

Dados x, e X, reais, temos:
X, <x,&al >a’

Sdo decrescentes, por exemplo, as funcbes definidas por: y = (%)
1 1

y=(?>;y=<ﬁ>;y=0,2 etc.

« Paratodoa>0ea # 1, temos:

X _ % _ . . , .
a'=a’& x, =X, quaisquer que sejam 0s NUmeros reais X, e X,.

* J&4 vimos que para todo a > 0 e todo x real, temos a* > 0; portanto, o
grafico da funcao definida pory = a* estd sempre acima do eixo Ox.
Sea> 1, entdo a*aproxima-se de zero quando x assume valores negativos
cada vez menores, como em ' 1 .

Se 0 < a < 1, entdo a* aproxima-se de zero quando x assume valores
positivos cada vez maiores, como em 2 .
Tudo isso pode ser resumido dizendo-se que o conjunto imagem da fun-
cdo exponencial dada pory = a* é:
— — *
Im={yeR|y>0} =R*

OBSERVAGAO &)
\

Existem outras funcoes de R em R cujas leis apresentam a variavel x no expoente de alguma poténcia (com base posi-
tiva e diferente de 1), como:

y=3-2% y=L~1OX; y=2"+3; y=(1?)72; y=1,012x- 191

4

Essas funcoes tém como graficos curvas exponenciais X y
semelhantes as apresentadas nos exemplos anteriores e _3 ~ 0006
também serdo tratadas como funcbes exponenciais. 5 0'01 5
Vamos construir, como exemplo, o grafico de 4 00555

N e :
y=%"3 0 0,166...
Observe que a funcéo é crescente, seu conjunto ima- 1 05
gem é R* e seu grafico é analogo ao gréfico dey = a, 5 15
quandoa > 1. d

3 4,5 X

N\
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CAPITULO 7

Graficos com translagao

Sejam f e g funcdes de R em R definidas por f(x) = 2*e g(x) = 2* + 2 res-
pectivamente.
O gréfico de g pode ser obtido a partir do gréfico de f “deslocando-o0” duas
unidades para cima. Observe os dois graficos construidos no mesmo plano
cartesiano com o GeoGebra:

r Entir Opches Feramentas Janala 4uos
=

‘}‘ . :

NG |
Ot [

Er

LA Jrolo

Essas duas curvas
podem se intersectar?

b Jansla de Algebm # | ¢ Joneia de Visuatzagao
Fenglo
® fx) =2 ]
® glv) = 2'+2
s
-
L] g
; /’/
[
- a 3 = ) 3 2 1 a [
i
Entrada

Observe que, paratodox ER, 2> 0= 2+ 2 >0 + 2, isto &, g(x) > 2.

Desse modo, o conjunto imagem da fungdo g é Im = ]2, +oof.
Veja, no grafico acima, que a curva correspondente a funcdo g estd contida

na regiao em quey > 2.

De modo geral, o gréfico dey = a* + k, sendo 0 < a # 1 e k uma constante
real, pode ser obtido a partir do grafico de y = a*, deslocando-o k unidades
para cima ou |k| unidades para baixo, conforme k seja positivo ou negativo,

respectivamente.

5/

EXERCICIOS

17 Construa os gréficos das fungdes exponenciais

definidas pelas leis seguintes, destacando seu
conjunto imagem:

a) f(x) = 4~
_ (1Y
b)f(x)—(3)
1,
C)]‘(x)—4 2
d) f(x) =3-2~

18 Na figura esta representado  y

Determine, em seu

caderno, o conjunto
imagem da fungao real
y = 2¢— 2 sem cons-
truir o seu gréfico.

s FACA NO
A
& CADERNO

o graficodafuncdof: R—> R
dada por f(x) = m - 67, sendo
m uma constante real. Deter-
mine:

a) o valor de m;

b) f(—1);

c) a ordenada de P.

GEOGEBRA
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20

21

22

No sistema de coordenadas seguinte estao represen-
tados os graficos de duas funcoes, f e g. A lei que
defineféf(x) = a + b - 2*(a e b sdo constantes reais
positivas) e g é uma funcao afim.

a) Determine os valores de a e b.

b) Determine o conjunto imagem de f.
¢) Obtenha a lei que define a funcéo g.
d) Determine as raizes de f e de g.

Faca o gréafico de cada uma das funcoes definidas
de R em R pelas leis seguintes, destacando a raiz
(se houver) e o respectivo conjunto imagem:
a) f(x) = 2 — 2 !

_ (A
b) f(x)_(7

X

+ 1 d) f(x) = 3*+ 3

Em um laboratério, constatou-se que uma co-

[6nia de certo tipo de bactéria triplicava a cada

meia hora. No instante em que comecaram as

observacdes, o nUmero de bactérias na amostra

era estimado em dez mil.

a) Represente, em uma tabela, a populacdo de
bactérias (em milhares) nos seguintes instan-
tes (a partir do inicio da contagem): 0,5 hora,
1 hora, 1,5 hora, 2 horas, 3 horas e 5 horas.

b) Obtenha a lei que relaciona o nimero (n) de
milhares de bactérias, em funcao do tempo (t),
em horas.

Grande parte dos brasileiros guarda suas reservas

financeiras na caderneta de poupanca. O rendi-

mento liquido anual da caderneta de poupanca
gira em torno de 6%. Isso significa que, a cada ano,

o saldo dessa poupanca cresce 6% em relacao ao

saldo do ano anterior.

a) Alvaro aplicou hoje R$ 2000,00 na poupanca.
Faca uma tabela para representar, ano a ano, o
saldo dessa poupanca nos proximos cinco anos.

b) Qual é a lei da funcdo que relaciona o saldo (s),
em reais, da poupanca de Alvaro e o niimero de
anos (x) transcorridos a partir de hoje (x = 0)?

c) E possivel que em 10 anos o saldo dessa pou-
panca dobre? Use 1,06 = 1,8.

23

24

25

Funcdo exponencial

Uma moto foi adquirida por R$ 12000,00. Seu
proprietario leu, em uma revista especializada,
que a cada ano a moto perde 10% do valor
que tinha no ano anterior. Suponha que isso
realmente aconteca.
a) Represente, em uma tabela, o valor da moto de-
poisde 1, 2, 3 e 4 anos da data de sua aquisicao.
b) Qual o valor da moto ap6s 7 anos da aquisicdo?
c) Determine a lei que relaciona o valor (v) da
moto, em reais, em funcdo do tempo (t), ex-
presso em anos.

Os municipios A e B tém, hoje, praticamente

o0 mesmo numero de habitantes, estimado em

100 mil pessoas. Estudos demograficos indicam

que o municipio A deva crescer a razao de 25 000

habitantes por ano e o municipio B, a taxa de 20%

ao ano. Mantidas essas condicoes, classifique em

seu caderno como verdadeira (V) ou falsa (F) as

afirmagdes seguintes, corrigindo as falsas:

a) Em dois anos, a populagdo do municipio B sera
de 140 mil habitantes.

b) Em trés anos, a populagdo do municipio A sera
de mais de 180 mil habitantes.

c) Em quatro anos, o municipio A serd mais po-
puloso que o municipio B.

d) A lei da funcdo que expressa a populagao (y)
do municipio A daqui a x anos éy = 25000 x.

e) O esboco do grafico da funcdo que expressa a
populacdo (y) do municipio B daqui a x anos
é dado a seguir:

y

100000

Em uma indUstria alimenticia, verificou-se que,

apos t semanas de experiéncia e treinamento, um

funcionario consegue empacotar p unidades de um

determinado produto, a cada hora de trabalho. Alei

que relacionap et é: p(t) = 55 — 30 - e (leia 0

texto da secdo Aplicagées, pagina 142).

a) Quantas unidades desse produto o funcionario
consegue empacotar sem experiéncia alguma?

b) Qual é o acréscimo na produgao, por hora,
que o funcionério experimenta da 12 para a 22
semana de experiéncia? Use €%? = 1,2.

c) Qual éolimite maximo tedrico de unidades que
um funcionario pode empacotar, por hora?

141




Aplicacoes

Mundo do trabalho e as curvas
de aprendizagem

Em vérios ramos da atividade humana relacionada ao mundo do trabalho, é possivel verificar que, a
medida que um trabalhador executa uma tarefa continua e repetitivamente, sua eficiéncia de producao
aumenta e o tempo de execucdo se reduz.

As curvas de aprendizagem sdo graficos de funcoes que relacionam a eficiéncia de um trabalhador
de acordo com seu tempo de experiéncia na execucdo de uma determinada tarefa.

Gerentes e diretores de varias indUstrias e empresas utilizam as curvas de aprendizagem para estimar
custos futuros e niveis de producdo, além de programar tarefas produtivas, reduzindo perdas decorrentes
da inabilidade do trabalhador verificada nos primeiros ciclos de producéo.

Existem vérios modelos matematicos que podem representar essa dependéncia. Um deles é o modelo
exponencial f(t) = M — N - e*t, em que:

- f(t) é a eficiéncia do trabalhador (vamos supor aqui que essa eficiéncia seja mensurada pela quan-

tidade de pecas ou materiais que ele produz);

- té o tempo de experiéncia que ele possui na tarefa (t = 0), expresso em uma certa unidade de medida
(dia, més, semana etc.);

M, N e k sdo constantes positivas que dependem da natureza da atividade envolvida;
- e é 0 nUmero irracional, apresentado na pagina 137.
Observe que:

1)f(0) =M — N -e®> =M — N, que representa a quantidade de pecas que o trabalhador é capaz de
produzir sem experiéncia alguma.

2) Quando t é suficientemente grande, o termo e™ fica muito préximo de zero e f(t) assume valores
cada vez mais préoximos de M (limite tedrico méximo da producéo).

3) O grafico dessa funcao exponencial é:

Quantidade ¥
de pecas /:
ull
a
M N
---------------------------------- ‘_llﬂ
M- N 5

0 Tempo de

experiéncia

Os custos e a produtividade de uma empresa estao
relacionados a eficiéncia do trabalhador.

Note que, nesse modelo, a partir de certo tempo de experiéncia, a produtividade do trabalhador pra-
ticamente nao se altera, tendendo a estabilizacdo.

Fonte de pesquisa:
MORETTIN, Pedro A.; HAZZAN, Samuel; BUSSAB, Wilton. Célculo: funcdes de uma e vérias variaveis. Sao Paulo: Saraiva, 2003.

DENIZ CALAGAN/AFP
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B Equacio exponencial

Uma equacao exponencial é aquela que apresenta a incégnita no expoente de pelo menos uma de
suas poténcias.

Sao exponenciais, por exemplo, as equagbes 4* = 8, (1?) =81ed—3x=72.

Um método usado para resolver equacdes exponenciais consiste em reduzir ambos os membros da
equacdo a poténcia de mesma base a (com 0 <aea # 1) e, dai, aplicar a propriedade:

an = av =X, =X

Quando isso é possivel, a equacdo exponencial pode ser facilmente resolvida.

® | EXERCICIOS RESOLVIDOS

4 Resolva as seguintes equacoes em R: @)z (22T = (2% T € preciso usar

1\ propriedades das poténcias:
a) (?) = 81 22X+ 1. D6x+2 = D3x-3 —y Dx+ 1)+ (6x+2) = D3x-3
X 28x+3 — 23x—3 =
b) (V2) =64 =
)( ) :>8x+3=3x—3:>x:—£:>5:{_£}
€) 0,572 1. 43%+1 = g1 5) 5
Solucao: 5 Resolva, em R, a seguinte equagdo exponencial:
1 X 3x+1_3x_3x—1:45
a)[—|=81=3@3")r=3"=23*=3"= _
3 Solucao:

=>x=—-4=S={-4} Vamos usar as propriedades das poténcias. Pode-

mos fazer: 3x- 3" — 3x — % = 45.

Colocando 3* em evidéncia, temos:

3 (3-1-1)=453-2 =45
3 3

b) (ﬁ)x=64:>(217)x=26:>%=6:>
=>x=12=S5={12}

f) 10% = 100000

27 Resolva, em R, as seguintes equacdes exponenciais:

a) 8 =16 d) 25¢ = 625 entrega do apartamento.

b) 27° = e) 1 =33 a) Qual o valor desse imével na data de entrega?

Q) 4 =32 f) 4= e b) Qual é a valorizacdo, em reais, desse aparta-
2 mento, um ano apos a entrega?

_ 5 1 _ .
Ad05=5=75=2" =3=27=3F=x=3>5={3}
9
EXERCICIOS § 2 Gtano
26 Resolva, em R, as seguintes equagdes exponenciais: g) 0,24+ =125 h) Y -1
3)( . 1 ’I X _ ’I ' 4 8
a)3'=38 9) (?) - (625) 28 Com a seca, estima-se que o nivel de agua (em me-
b) 2x= 256 1V tros) em um reservatério, daqui a t meses, seja n(t) =
c) 7x=7 h) (7) =2 = 7,6 - 4%2 Qual é o tempo necessario para que o
9 V(1 ) 0.1 =001 nivel de dgua se reduza a oitava parte do nivel atual?
2 32 j) 3= -3 29 Analistas do mercado imobilidrio de um muni-
e) 52 =125 K) 0,4 = 0 cipio estimam que o valor (v), em reais, de um

apartamento nesse municipio seja dado pela lei
v(t) = 250000 - (1,05)!, sendo t o nimero de
anos (t =0, 1, 2, ...) contados a partir da data de
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CAPITULO 7

30

31

32

c) Qual serd o valor desse imével 6 anos apés a
entrega? Use 1,05% = 1,15.

d) Depois de quantos anos da data da entrega o apar-
tamento estara valendo 1,525 milhdo de reais?
Use as aproximagodes da tabela seguinte.

t 35
1,05 | 55

36 37
58 6,1

38
6,4

40
7,0

A lei que representa uma estimativa do ndimero
de pessoas (N) que serdo infectadas por uma
virose, em uma grande regido metropolitana, no
periodo de oito dias é N(t) = a - 2", em que N(t)
é o numero de infectados t dias apds a divulgacao
dessa previsao e a e b sdo constantes reais positivas.
Considerando que, no dia em que foi anunciada tal
previsdo, 3000 pessoas ja haviam sido diagnostica-
das com a virose e que dois dias depois 0 nimero
ja aumentara para 24000 pessoas, determine:
a) os valores de a e b;
b) o niimero de infectados pela virose 16 horas
apos a divulgacdo da previsao;
¢) onumero de infectados pela virose apds 4 dias;
d) o menor nimero inteiro de dias transcorridos
até que a quantidade de infectados pela virose
atinja 3 milhoes. Use 103 = 210,

Resolva, em R, as seguintes equagdes exponenciais:

a) 10¢- 1002 = 1000
b) 24x+1 ,8—x+3 :L
16

3x
) (l) L 25 =5
5

d) (l) opiem g

9

Resolva, em R, as equacdes seguintes:
a) 272 —3-21=20

b) 53 — 5x+2 — 11 - 5x = 89

C) 4+ 42— gt — fo2 =315
d) 25— 23 -5 =50

33

34

35

36

Resolva os sistemas seguintes:

37

a) {[%

As leis seguintes representam as estimativas de va-
lores (em milhares de reais) de dois apartamentos
A e B (adquiridos na mesma data), decorridos t
anos da data da compra:

by (7) =292
L2 *=1024

= 3x+y

apartamento A: v, = 2'*" + 120

apartamento B: v, =6 - 272 4 248

a) Por quais valores foram adquiridos os aparta-
mentos A e B, respectivamente?

b) Passados quatro anos da compra, qual deles
estara valendo mais?

¢) Qual é o tempo necessario (a partir da data de
aquisicao) para que ambos tenham iguais valores?

t+k
Na lei n(t) = 15000 - (%) ,em que k é uma
constante real, n(t) representa a populagdo que
um pequeno municipio terd daqui a t anos,
contados a partir de hoje. Sabendo que a popu-
lacdo atual do municipio é de 10000 habitantes,
determine:

a) ovalor dek;

b) a populacdo do municipio daqui a 3 anos.

A lei que permite estimar a depreciacdo de um

equipamento industrial é v(t) = 5000 - 4002, em

que v(t) é o valor (em reais) do equipamento t anos

apos sua aquisicao.

a) Por qual valor esse equipamento foi adquirido?

b) Em quanto tempo ele passara a valer metade
do valor da aquisicao?

¢) Faca um esboco do gréfico da funcdo que
relaciona v e t.

(Unicamp-SP) O processo de resfriamento de um determinado corpo é descrito por: T(t) =
=T, + o - 3", onde T(t) é a temperatura do corpo, em graus Celsius, no instante t, dado em minu-
tos, T, é a temperatura ambiente, suposta constante, e o e B sdo constantes. O referido corpo foi
colocado em um congelador com temperatura de —18 °C. Um termémetro no corpo indicou que
ele atingiu 0 °C apds 90 minutos e chegou a —16 °C ap6s 270 minutos.

a) Encontre os valores numéricos das constantes o e f3.

b) Determine o valor de t para o qual a temperatura do corpo no congelador é apenas (%) °C

superior a temperatura ambiente.
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I Os medicamentos e a Matematica I

Os antibidticos sdo utilizados no tratamen-
to de infeccbes causadas por bactérias. A ma
utilizacdo desse tipo de medicamento leva ao
surgimento de bactérias cada vez mais resisten-
tes, tornando alguns antibidticos ineficazes. Isso
implica um ciclo vicioso que ja ocasionou o de-
senvolvimento de mais de 200 tipos diferentes de
antibidticos. A fim de inibir a automedicacao e o
uso indiscriminado, em maio de 2011, a Agéncia
Nacional de Vigilancia Sanitaria (Anvisa) publicou
a resolucdo que determina que as farmacias
devem comercializar antibioticos mediante a re-
tencdo da receita médica. Ainda assim, é importante utilizar antibioticos apenas nos casos realmente
necessarios, sequindo as orientacdes médicas e respeitando a posologia e a duracdo do tratamento.

A amoxicilina é um conhecido antibiético usado no tratamento de diversas infeccoes ndo compli-
cadas, receitado por médicos no Brasil. A bula da amoxicilina, como a de todos os medicamentos,
contém, entre outros topicos, a composicao, as informacdes ao paciente, as informacgoes técnicas
e a posologia. Nas informacoes técnicas, é possivel ler que a meia-vida da amoxicilina apés a
administracao do produto é de 1,3 hora. Mas o que essa informacéo significa?

A cada periodo de 1,3 hora ou 1 hora e 18 minutos (para facilitar vamos considerar 1 hora e 20
minutos), a quantidade de amoxicilina no organismo decresce em 50% do valor que tinha no inicio
do periodo.

e Considere que um adulto ingeriu uma capsula com 500 mg de amoxicilina e faca o que se pede
a seqguir.

a) Complete a tabela abaixo, copiando-a em seu caderno.

Quantidade de amoxicilina / / 7 7 7 7 7

no organismo (mg)

Numero de meias-vidas 0 1 2 3 4 5 6

b) Faca, em seu caderno, o gréfico da funcdo que relaciona a quantidade de amoxicilina no orga-
nismo (em miligramas), e o tempo (em horas) transcorrido apds a ingestao.

c) Responda: qual é a lei da funcdo que relaciona a quantidade (q) de amoxicilina no organismo e

o numero (n) de meias-vidas?

O tempo de meia-vida é um importante parametro para médicos e também para a industria far-
macéutica. O conhecimento da meia-vida dos medicamentos possibilita uma estimativa da velocidade
com que o processo ocorre, originando informacdes importantes para a interpretacdo dos efeitos
terapéuticos, da duracdo do efeito farmacoldgico e do regime posoldgico adequado. A posologia
recomendada para uma capsula de amoxicilina de 500 g, por exemplo, é de 8 em 8 horas.

d) Responda: considerando a quantidade de amoxicilina ingerida em uma capsula, qual a porcenta-
gem desse farmaco presente no organismo apos 8 horas da ingestao? Por que é imprescindivel

respeitar os horarios prescritos pelo médico?

Fontes de pesquisa: Resolucao 20/2011. Disponivel em: <www.anvisa.gov.br/sngpc/Documentos2012/RDC%2020%202011.pdf>. Acesso em: 4 mar. 2016;
Amoxicilina cdpsulas. Disponivel em: <www.medicinanet.com.br/bula/8006/amoxicilina_capsulas.htm>. Acesso em: 4 mar. 2016.

TROQUE IDEIAS

THINKSTOCK/GETTY IMAGES

145




Mela-vida e
radioatividade

[SIC] COMUNICAGAO

Radioatividade e Matematica

5 \ _ Os atomos radioativos estao
AL é : presentes no meio ambiente
<Y ’e\‘scsor:tcr:anfos : \ (atmosfera, rochas, cavidades
5 ¥ urénio-238, \ subterraneas, hidrosfera etc.),
torio-232 e 5 alimentos e seres vivos.

T radio-228. X

Arvores e demais plantas,
incluindo vegetais, contém
carbono-14 e potéssio-40.

No sangue e 0ss0s
de humanos e anir
carbono-14, potassic
e radio-228.

3

S . #
: } Elementos sem
proporcao entre si e
em cores fantasia.

estavel

- B Y

Decaimento radioati\/d

O nucleo de um atomo com excesso
de energia tende a se estabilizar emitindo

um grupo de particulas (radiacdo alfa ou [adivatlvg

beta) ou ondas eletromagnéticas (radiacoes l

gama). Em cada emissdo de uma das par-

ticulas, ha variagdo do nimero de protons excesso de

e néutrons no nucleo e, deste modo, um energia

elemento quimico se transforma em outro. / \

O processo pelo qual se d4 a emissdo des-

sas particulas é chamado de decaimento matéria: emissao de emissao de ondas
particulas em forma de eletromagnéticas:

radioativo. radiacdo alfa (0f) ou beta (B) radiacdo gama (y)




| Y Numero de
atomos em

atividade /atividade inicial ‘@b’ A

Meia-vida

Considerando uma grande quantidade de d&tomos de um mesmo elemento
quimico radioativo, espera-se certo nimero de emissdes por unidade de tempo.
Essa “taxa de emissdes” ¢é a atividade da amostra.

Cada elemento radioativo se transmuta (desintegra) a uma velocidade
que |he é caracteristica. Meia-vida é o intervalo de
tempo necessario para que a sua atividade radioa-
tiva seja reduzida a metade da atividade inicial.

Apbs o primeiro periodo de meia-vida, a
atividade da amostra se reduz a metade
da atividade inicial; passado o segundo
periodo, a atividade se reduz a
1 da atividade inicial

e assim por diante, =3
como mostra o
gréafico abaixo.

n, 4

2 .
q Exemplos de elementos radioativos:
-0
2 |
n 2l 6 . 88 } 90 } 92
— ; e C cRai | Thi |- U
. 2 = .2
4 Quantidadede 15 12,0 o g 228 4 5 232 & S 238
: : - e n
Alei que define essa funcao exponencial é n(x)= -2 ,
. TN AL
sendo x a quantidade de meias-vidas, n, o nimero
de 4tomos correspondente a atividade inicial e n(x) o Fonte de pesquisa: Energia nuclear e suas
’ . . / . . aplicagbes. Disponivel em: <www.cnen.
numero de dtomos em atividade ap6s x meias-vidas. gov.brfimagescnen/documentos/educativo’
Exemp|o de meia-vida: apostila-educativa-aplicacoes.pdf>. Acesso
. p .y v o em: 4 mar. 2016.
O iodo-131 é um elemento quimico radiativo,
usado na Medicina Nuclear, em exames e trata- Sifbolo
mentos de tiroide, e tem meia-vida de 8 dias. Isso internacional

de alerta para

significa que, em 8 dias, metade dos &tomos deixardo b O vitiade

de emitir radiacdo.



