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CAPITU

Geometria Espacial
de Posicao

O desenvolvimento da Geometria

Nas civilizagdes mais antigas — egipcia e ba-
bilénica —, a Geometria desenvolveu-se quase
sempre visando a resolucdo de problemas de
medicoes, como o célculo de distancias, areas e
volumes, os quais estavam diretamente ligados
a atividade de subsisténcia.

Conhecimentos de Geometria permitiram construcoes
como este teatro, no Peloponeso, na Grécia, em 350 a.C.

Foi na Grécia, aproximadamente no século V
a.C., que a Geometria se desvinculou das ques-
tdes de mensuragdo para tomar um rumo mais
abstrato. Passou-se a exigir que as propriedades
das figuras geométricas fossem validadas por
meio de uma demonstracao loégica, e ndo mais
por métodos experimentais.

O primeiro pensador grego associado ao
método demonstrativo foi Tales de Mileto (cerca
de 625-546 a.C.). Acredita-se que Tales provou
as seguintes propriedades usando esse método:

“Se dois angulos sdo opostos pelo vértice,
entdo sao congruentes.”

“Todo angulo inscrito em uma semicircun-
feréncia é angulo reto.”

“Se um triangulo é isésceles, entdo os an-
gulos da base sdo congruentes.”

“Se duas retas sdo transversais de um feixe
de retas paralelas, entdo a razdo entre as me-
didas de dois segmentos quaisquer de uma
transversal é igual a razéo entre as medidas
dos respectivos segmentos correspondentes
da outra transversal” (essa propriedade é
conhecida como teorema de Tales).

Outro pensador grego de grande importancia
para a Geometria foi Pitdgoras, que viveu por volta
de 585-500 a.C. Pitagoras fundou uma “escola”,
ou seja, uma espécie de academia para estudo
da filosofia e da ciéncia, na qual reuniu varios
pensadores e discipulos. Como os ensinamentos
da escola pitagdrica eram transmitidos oralmente,
ndo ha documentos de suas descobertas. Uma
grande contribuicdo dos pitagoricos se deu com
a teoria dos niUmeros (em Aritmética), e seu maior
legado para a Geometria é a demonstracao da
propriedade que leva o nome de seu mestre.

Teorema de Pitdgoras — “Num triangulo

retangulo, o quadrado da medida da hipo-

tenusa é igual a soma dos quadrados das
medidas dos catetos.”

O maior pensador grego ligado a Matema-
tica, e especialmente a Geometria, foi Euclides
(cerca de 300 a.C.), que se formou no Museu de
Alexandria — espécie de universidade da época.
Esse museu foi criado por Alexandre Magno — rei
da Maceddénia que conquistou a Grécia. A obra-
-prima de Euclides é Os elementos, com treze
volumes. Os trés ultimos volumes dessa obra
abordam a Geometria Espacial, reunindo algumas
descobertas anteriores, mas apresentando-as de
forma légico-dedutiva.




126

CAPITULO 7

Nessa formulacdo, Euclides pretendia que as no¢oes ou conceitos
geométricos fossem definidos, ou seja, caracterizados objetivamente
por palavras e baseados apenas em conceitos estabelecidos anterior-
mente. Além disso, tinha o objetivo de que todas as propriedades ou
proposicdes fossem demonstradas, ou seja, de que sua validade fosse
estabelecida por meio de argumentos ldgicos e utilizando nas de-
monstracoes apenas propriedades demonstradas anteriormente. Isso
caracterizou uma ruptura definitiva com a Matematica de base expe-
rimental e empirica dos séculos anteriores. E bem verdade que, mui-
tos séculos depois, os matematicos verificaram que o método criado
por Euclides nao foi usado de maneira perfeita na sua obra e que
Os elementos tem ainda varios apelos a intuicdo. De todo modo,
o valor da obra de Euclides ¢ inestimavel e ela perdura até nossos
dias, com alguns aperfeicoamentos feitos por mateméticos dos
séculos XIX e XX.

Fontes de pesquisa: MILIES, C. F. P; BUSSAB, J. H. O. A Geometria na antiguidade classica. Sao Paulo:
FTD, 1999.; BOYER, Carl B. Histéria da Matemética. 32 ed. Sao Paulo: Edgard Blucher, 2010.
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Frontispicio da primeira traducéo
para o inglés, em 1570, da obra
Os elementos, escrita por Euclides.

Vamos examinar uma figura geométrica que conhecemos da nossa vivéncia

THINKSTOCK/GETTY IMAGES
STEVANOVICIGOR/THINKSTOCK/GETTY IMAGES

Ao analisar um cubo, podemos notar que:

cotidiana: o cubo. Ha vérios objetos que remetem a forma de um cubo: caixas,
dados de jogar, brinquedos, méveis etc.

* possui oito vértices. Os oito vértices (A, B, C, D, E, F, G, H) de um cubo

sdo exemplos de pontos. O ponto ndo tem dimensao.

H G

CHARLES THOMAS-STANFORD
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possui 12 arestas. As 12 arestas de um cubo é formado por seis quadrados denominados
(AB, BC, CD, DA, EF. FG, GH, HE, EA, FB, GC, faces. As seis faces de um cubo séo exemplos
HD) sao exemplos de segmentos de reta. de superficies planas. Na figura abaixo, a face

BCGF aparece destacada.

H G

H G . .

E E E : F
' F ,
0 :D C
' P SR
".l? .............. C

- A B
A B
Na figura a seguir, ao imaginarmos que cada Se imaginarmos que cada face do cubo foi “ex-

aresta do cubo foi “prolongada” nos dois sentidos,  pandida”, como na face ABCD da figura abaixo,
estaremos imaginando retas. Cada uma dessas retas ~ estaremos imaginando planos. Cada um desses
contém uma aresta do cubo. planos contém uma face do cubo.

H/ G i
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3 Nocées primitivas (ou iniciais)

A construcdo da Geometria se baseia em trés nocdes iniciais, das quais temos um conhecimento intuitivo,
decorrente da observacdo do mundo concreto. Essas nocdes sao as de ponto, reta e plano.
Vamos convencionar como representa-las da seguinte forma:

o
A r
ponto A retar plano o
(letra maidscula) (letra mindscula) (letra grega)

As nocdes primitivas ou iniciais ndo sao definidas. Todas as demais no¢des ou conceitos geométricos
podem ser definidos, isto é, caracterizados objetivamente por meio de palavras, obedecendo-se a uma regra
basica: sé se poderd definir um novo conceito se forem utilizados na definicdo conceitos j& estabelecidos.

Neste capitulo, toda definicdo sera indicada por [DEF].

Vejamos as trés primeiras definicdes:

[DEF] Espaco: é o conjunto formado por todos os pontos.
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- [DEF] Retas concorrentes: duas retas sdo concorrentes se possuem um
Unico ponto comum.

rNs={P}

S

- [DEF] Retas paralelas: duas retas sdo paralelas se sdo coincidentes ou sao
coplanares (estao contidas em um mesmo plano) e ndo tém ponto comum.

s r s o
r /
r e s sdo paralelas rco,sCo e rns=g
coincidentes r e s sdo paralelas distintas

u Proposic¢coes primitivas (ou iniciais)

O estudo légico da Geometria se apoia em algumas propriedades relaciona-
das a pontos, retas e planos. Essas propriedades sdo aceitas como verdadeiras,
sem necessidade de demonstracdo légica, e sdo chamadas proposicoes iniciais,
proposicoes primitivas ou postulados.

Postulados da existéncia

- Numa reta e fora dela existem infinitos pontos.

Por exemplo:
Aer,Ber Ceretc
DErE&rF&r GE&retc

« Num plano e fora dele existem infinitos pontos.

F

¢
A B Por exemplo:
/' 5 c Aeo,Beao, Ceoa, Deaaetc
o : : E€o F&a G& aetc

Postulados da determinac¢ao

« Dois pontos distintos determinam uma Unica reta.

A

)
B A+B

Fe

Dado um ponto P,
quantas retas passam
por ele?
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De outra forma, podemos dizer que: dados dois pontos distintos A e B, existe uma so6 reta que tem A
e B como seus elementos (ou uma sé reta que passa por eles).

« Trés pontos nao colineares determinam um Unico plano.

—)> |é-se: o é 0 plano determinado
A, (G A, C, pelos pontos A, B e C

A, B e C ndo colineares o. = plano (ABC)

De outra forma, podemos dizer que: dados trés pontos A, B e C ndo pertencentes a uma mesma reta,
existe um so6 plano que tem A, B e C como seus elementos (ou um sé plano que passa por eles).

Postulado da inclusao

+ Se uma reta possui dois pontos distintos num plano, ela estd contida nesse plano.

.B » /B/'
‘A A

A€o, BE ABC a

De outra forma, dizemos que, se uma reta tem dois pontos distintos num plano, todos os seus pontos
pertencem a esse plano.

Postulado das paralelas (ou postulado de Euclides)

= Por um ponto passa uma Unica reta paralela a uma reta dada.

- /
) r

Pe&r PEses//r

e O

De outro modo, podemos dizer que, dado um ponto P ndo pertencente a uma reta r, por P podemos
tracar uma Unica reta s paralela a r. No caso de o ponto P pertencer a r, também ¢é Unica a paralela, pois
é a propria retar.

Os quatro postulados enunciados sdo aceitos como verdadeiros sem demonstracdo. Todas as demais
propriedades, proposi¢cdes ou teoremas de Geometria podem ser demonstrados, ou seja, terdo sua valida-
de estabelecida por meio de uma argumentacao loégica, obedecendo-se a uma regra basica: sé se podera
demonstrar (ou provar) uma nova propriedade se forem utilizadas, na demonstracdo, propriedades ja
estabelecidas como verdadeiras.

Neste capitulo, as proposicoes serdo indicadas por [PROP]. Para ndo nos estendermos demais, omitiremos
algumas demonstracdes; entretanto, algumas das proposicoes mais importantes estardo demonstradas no
item Teoremas fundamentais, na pagina 145 deste capitulo.
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n Determinac¢ao de planos

Ha quatro modos de determinar a posicao de um plano no espaco. Vejamos:
19) [POSTULADQ] por meio de trés pontos ndo colineares.

o
B, B,
—-—)
Ae .C Ae .C
A, B e C nao colineares o. = plano (ABC)
29) [PROP] por meio de uma reta e um ponto fora dela.
o
A 2
A
P&r o. = plano (r, P) = plano (PAB)
39) [PROP] por meio de duas retas concorrentes.
o
Q r g AT
P P
>< - ><
rns={P} 0. = plano (r, s) = plano (PAB)
49) [PROP] por meio de duas retas paralelas e distintas.
o

\

r/s o. = plano (r, s) = plano (PAB)

No 12 modo, a unicidade do plano o é garantida pelo postulado da determi-
nacdo. Ja nos 2¢, 32 e 42 modos, a unicidade é garantida pelo fato de que existe
um Unico plano que passa pelos pontos P, A e B ndo colineares.

Dada uma reta r, quan-
tos sdo os planos que a
contém?

EXEMPLO 1

O solido ABCDEFGH ao lado é um bloco re- H G
tangular também chamado paralelepipedo retor- | p
retangulo. P K

Ele é formado por seis faces retangulares, con- E B” F

<t ----- i E 7 S
gruentes duas a duas. C
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Vamos ilustrar os dois Ultimos modos de determinacdo de planos:
- as retas AB e AD sdo concorrentes em A e determinam o plano o que contém o retdngulo ABCD.
As retas BC e CD sdo concorrentes em C e determinam o mesmo plano o.

- as retas CD e GH séo paralelas distintas e determinam o plano B, que contém o retdngulo CDHG.

9
EXERCICIOS
1 Observe o cubo ABCDEFGH e reproduza-o em seu
caderno.

H G

E : E
Di e
C

AS B

Para cada item, pinte, em seu caderno, o plano
determinado pelas retas:

a) AB e BD ¢) GHe CG

b) AD e EH d) EH e BC
Sugestao: Veja como modelo o plano indicado no
paralelepipedo da pagina 130.

2> FACANO
¥ CADERNO

Quantos sao os planos determinados por trés retas

distintas, duas a duas, paralelas entre si?

Quantos sao os planos determinados por quatro
pontos dois a dois distintos?

Quantos planos distintos sdo determinados por
quatro retas distintas, duas a duas, concorrentes
em pontos todos distintos?

E comum encontrarmos mesas com 4 pernas
que, mesmo apoiadas em um piso plano, balan-
cam e nos obrigam a colocar um calgo em uma
das pernas para que fiquem firmes. Explique
por que isso ndo acontece em uma mesa de
3 pernas.

n Posic¢oes relativas de dois planos

Planos secantes

[DEF] Dois planos distintos que tém um ponto comum sdo chamados

planos secantes.

Postulado da intersecao

Se dois planos distintos tém um ponto comum, entdo
eles tém pelo menos um outro ponto comum.

Propriedade da interse¢ao de planos

Se dois planos distintos tém um ponto comum,
entdo a intersecao desses planos é uma Unica reta que
passa por aquele ponto. [PROP] Essa reta é denominada
intersecao ou traco de um deles no outro.

Veja a demonstracao do teorema 1 na pagina 145.

o e B secantes; o. N B = i; i é a intersecdo

131
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Planos paralelos

[DEF] Dois planos sao paralelos se ndo tém ponto comum ou sdo coinci-
dentes.

0 p

o e B paralelos coincidentes o e B paralelos distintos

EXEMPLO 2

Observe, no cubo seguinte, os planos o, B e y, que contém, respectivamente, as faces EFGH,
BCGF e ADHE.

Temos que:

> B e ysdo planos paralelos distintos;

Foo=====dE

- oo e B sdo planos secantes; o N B = FG;

* o eysao planos secantes; oo Ny = EH.

Loooooooos
N

<

5/

6 Classifique as afirmagdes a seguir como verdadeira (V) ou falsa (F).
a) Se dois planos distintos tém um ponto comum, entao eles tém uma reta comum que passa pelo ponto.
b) Dois planos distintos que tém uma reta comum s&o secantes.
c) Se dois planos tém uma Unica reta comum, eles sdo secantes.
d) Dois planos secantes tém infinitos pontos comuns.

e) Dois planos distintos, paralelos a um terceiro, sdo paralelos entre si.

7 Objetos do nosso dia a dia permitem imaginar
planos secantes e planos paralelos. Na espre-
guicadeira mostrada na figura:

a) quais planos séo secantes?

b) quais planos sao paralelos?

EXERCICIOS £ Easane,

QAT/ZAPT
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u Posicoes relativas de uma reta e um plano

A posicdo de uma reta em relacdo a um plano depende exclusivamente do nimero de pontos que eles
tém em comum. Podem ocorrer trés situacoes:
- Areta e o plano tém em comum dois pontos distintos; nesse caso, conforme o postulado da incluséao,
a reta esta contida no plano.

rno=r

Todos os pontos da reta r pertencem também ao plano a.

- [DEF] A reta e o plano tém em comum um Unico - [DEF] A reta e o plano ndo tém nenhum pon-
ponto; nesse caso, a reta e o plano sao secantes. to comum; nesse caso, a reta e o plano sdo
\r paralelos.

rn o= {P}

\ rno=yg

O ponto P é aquele em que a reta r intersecta &
o plano a. Dizemos que P é o traco da reta r no
plano a.

Propriedades

[PROP] Se uma reta ndo estad contida num plano e é paralela a uma reta do plano, entdo ela é paralela
ao plano.

Veja a demonstracao do teorema 2, na pagina 146.

[PROP] Se um plano contém duas retas concorrentes, ambas paralelas a um outro plano, entdo esses
planos sao paralelos.

Veja a demonstracao do teorema 3, nas paginas 146 e 147.

®
EXERCICIOS

2> FACANO
¥ CADERNO

8 (lassifique as afirmacdes a seguir em verdadeira - 9 Observe o cubo ao lado.

(V) ou falsa (F). Determine a posicdo |-,| °
a) Uma reta e um plano que tém um ponto co- relativa entre: . i F
mum s&o secantes. a) a reta AB e o plano |
b) Uma reta e um plano secantes tém um Unico (CDG);_ D,i ________ e
ponto comum. b) a reta AD e o plano
¢) Uma reta e um plano paralelos no tém ponto (CDG); A/ .

comum. c) areta ED e o plano

d) Um plano e uma reta podem ter exatamente 2 (ABC);

pontos em comum.

e) Se uma reta esta contida num plano, eles tém
infinitos pontos em comum.

d) o plano (ABC) e o plano (EHD);

e) o plano determinado pelas retas EFeGHeo
plano determinado pelas retas EF e FG.
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134 CAPITULO 7

10 Observe a figura ao lado, que é a representacdo geométrica
de uma cadeira apoiada sobre uma superficie plana no solo.
Usando elementos dessa figura, dé exemplos de:
a) dois planos paralelos distintos.
b) dois planos secantes e sua intersecéo. D
c) duas retas paralelas distintas. E '
d) duas retas concorrentes e o plano por elas determinado.

e) uma reta secante a um plano e o traco da reta no plano. H

f) uma reta paralela a um plano. G ! <00

\_ anzaeT

u Posic¢oes relativas de duas retas

Vamos analisar as posicoes relativas de duas retas observando inicialmente
se elas tém ou ndo ponto em comum. Podem ocorrer quatro situacoes:
+ As duas retas tém em comum dois pontos distintos; nesse caso, conforme
o postulado da determinacéo, as retas sdo coincidentes.

- [DEF] As duas retas tém em comum um Unico ponto; nesse caso, elas sdo
concorrentes e existe um Unico plano que as contém.

rNs={P}

- [DEF] As duas retas ndo tém nenhum ponto em comum, mas existe um
plano que as contém; nesse caso, elas sdo paralelas.

rNs=g,rCoesC o

« [DEF] As duas retas ndo tém nenhum ponto em comum e ndo existe plano
gue as contenha; nesse caso, elas sdo reversas.

r

} rNs=@ sCoerd o Qual é a posicéo rela-
tiva de duas retas r e
o 5

s que ndo tém ponto
comum?



EXEMPLO 3

)/

11

12

No cubo ao lado, temos que:
 as retas EG e FH sao concorrentes;

- as retas EF e GH sdo paralelas;
- as retas EG e BD sdo reversas;
- as retas AE e FH sdo reversas;
- as retas AE e GH sdo reversas.

Fe

Geometria Espacial de Posicédo

* Se dois planos o e B sdo secantes e uma reta r estd contida em o,
qual é a posicao relativa de r em relacdo a uma reta s contida em ?—

* Se dois planos o e B sdo paralelos e uma reta r est4 contida em o,
qual é a posicao relativa de r em relacdo a uma reta s contida em ?

EXERCICIOS

Afigura ao lado representa

a superficie de um sélido A
chamado prisma hexagonal
regular. Ela é constituida

por dois hexagonos regula-

res ABCDEF e A B,C,D,E,F, A1l
congruentes, contidos em % \
planos paralelos, e seis
retangulos A B,BA, B,C,CB, B, C,
C,D,DC, DEED, EFFEe

A,F,FA congruentes entre si.

Analise a veracidade das afirmacdes seguintes,
referentes a posicoes relativas de retas e planos,
contendo os vértices desse prisma:

a) Areta AB e areta DTE1 sao paralelas.

b) A reta AB e a reta ﬁ S0 reversas.

¢) O plano (ABB,) e o plano (DEE,) séo paralelos.
d) O plano (ABB,) e o plano (CDD,) sao paralelos.
e) Areta AB é paralela ao plano (CDD,).

Classifique as afirmacoes a seguir em verdadeira (V)

ou falsa (F).

a) Duas retas ou sdo coincidentes ou sao distintas.

b) Duas retas ou sao coplanares ou sao reversas.

c) Duas retas distintas determinam um plano.

d) Duas retas concorrentes tém um Unico ponto
comum.

e) Duas retas que ndo tém ponto comum sdo
paralelas.

f) Duas retas concorrentes sao coplanares.

13

14

2> FACA NO
¥/, CADERNO

g) Duas retas coplanares ou sao paralelas ou sao
concorrentes.

h) Duas retas ndo coplanares sao reversas.

Observe a piramide ao lado, cuja E

base é um retangulo.

Determine a posicao relativa entre:

a) as retas AB e BC:

b) as retas AB e E; C
c) as retas AD e ‘B_C',' A B

d) areta ABeo plano (BEQ);

e) areta AD e o plano (BEC);

f) as retas BD e EC.

Observe o sélido geo-
métrico ao lado e os
pontos assinalados.

Classifique em ver- Y
dadeira (V) ou falsa EEZ A

(F) as afirmacdes se-

guintes. ST I 7C
a) As retas FG e BG A° B

sao coplanares.
b) As retas AB e GH sdo coplanares.
c) As retas EH e F sao coplanares.
d) Os planos (FGJ) e (IEH) sao paralelos distintos.
e) Os planos (ABE) e (EFJ) sao paralelos distintos.
f) As retas I/ e BC séo reversas.

g) As retas El e FH sdo reversas.
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B Algumas propriedades

Vamos enunciar algumas propriedades referentes a retas e planos, as quais
sdo consequéncias das definicbes que acabamos de ver.

« 12 propriedade: Se uma reta é paralela a um - 22 propriedade: Se uma reta é paralela a um
plano, entdo ela é paralela a infinitas retas do plano, entdo ela é reversa com infinitas retas do
plano [PROP]. plano [PROP].

-

AN

Se uma reta r é paralela a um plano o, qual é a posicao relativa de r
em relacdo a uma reta s contida em a?

¢ 32 propriedade: Se uma reta é secante com um = 42 propriedade: Se uma reta é secante com um
plano, entdo ela é concorrente com infinitas plano, entao ela é reversa com infinitas retas
retas do plano [PROP]. do plano [PROP].

r r

Se uma reta r é secante com um plano o, qual é a posicdo de r
em relacdo a uma reta s contida em o?

« 52 propriedade: Se uma reta esta contida num plano, entdo ela é paralela
ou concorrente com infinitas retas do plano [PROP].
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- 62 propriedade: Se dois planos o e § sdo secan- - 72 propriedade: Se dois planos o e B sdo secan-
tes, sendo i a intersecdo deles, entdo existem tes, sendo i a intersecdo deles, entdo existem
infinitas retas de um que sao paralelas ao outro infinitas retas de um que sdo secantes ao outro
(retas paralelas a i) [PROP]. (retas concorrentes com i) [PROP].

©1
a1
a2
a3
-~ b,l
+— bZ
~— b, P B

- 82 propriedade: Se dois planos sdo paralelos e + 92 propriedade: Se um plano intersecta dois
distintos, entdo toda reta de um deles é paralela planos paralelos, entdo as intersecoes sdo retas
ao outro [PROP]. paralelas [PROP].

=
e

Se dois planos sao paralelos e distintos entre si, toda
reta de um deles é paralela a qualquer reta do outro?

3 Angulos de duas retas

J&vimos, em anos anteriores, que duas semirretas distintas de mesma origem
formam um angulo.

semirretas: Or e Os
angulo: rOs
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138 CAPITULO 7

Sejam r e s duas retas concorrentes em Q. O ponto O divide r em duas s"
semirretas (@ e @) e divide s em duas semirretas (&' e @).

Nesse caso, sdao formados quatro angulos: r'Os', rOs', r'Os' e r'Os".
Podemos provar que os angulos r'Os' e r'Os", ditos opostos pelo vértice, r
sao congruentes.

Também sdo congruentes os angulos r'Os" e r'Os', opostos pelo vértice.

Chama-se angulo das retas concorrentes r e s qualguer um desses quatro
angulos [DEF].

Sejam duas retas r e s reversas. Tomemos um ponto O qualquer e conside-
remos as retas r' paralela a r e s' paralela a s, ambas passando por O:

Como r' e s' sdo concorrentes em 0O, o &ngulo r'Os' é chamado angulo for-
mado pelas retas r e s reversas, em que r//r e s//s [DEF].

I Retas que formam angulo reto

Vimos que duas retas concorrentes formam quatro angulos. Quando esses
quatro angulos sdo congruentes, cada um deles é chamado angulo reto e as
retas sdo chamadas retas perpendiculares [DEF].

Se duas retas sdo concorrentes e ndo sao perpendiculares, diz-se que elas
sdo obliquas [DEF].

Se duas retas sao reversas e formam angulo reto, as retas sdo chamadas
ortogonais [DEF].

gl
s og) s
rls
r e s perpendiculares r e s obliquas
EXEMPLO 4
) H ~ G
Consideremos o cubo ABCDEFGH. !
— = E :
As retas GH e GC sao concorrentes em ; F
G e formam angulo reto; logo, séo : Indique um par de
. - == . : retas concorrentes
perpendiculares. As retas AB e GC sdo : < -

A DY L nao perpendiculares
reversas e formam angulo reto; logo, C (obliquas) e um par
sao ortogonais. A = B de retas reversas ndo

—_ = o ) ortogonais no cubo ao
GH L GC L (lé-se: é perpendicular a) lado

AB 1 GC 1 (lé-se: é ortogonal a)



S
EXERCICIOS

15 Classifique as afirmagoes a seguir como verdadeira

(V) ou falsa (F).

a) Duas retas perpendiculares sdo sempre con-
correntes.

b) Se duas retas formam angulo reto, entdo elas
sdo perpendiculares.

¢) Duas retas que formam angulo reto podem ser
reversas.

d) Duas retas perpendiculares a uma terceira sao
perpendiculares entre si.

e) Duas retas perpendiculares a uma terceira sao
paralelas entre si.

16 A figura abaixo representa um sélido chamado
prisma reto de base triangular.

C

Ele é formado por dois triangulos congruentes e
trés retangulos.

17
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Classifique cada uma das afirmacées seguintes
como verdadeira (V) ou falsa (F). As retas:

a) AB e DE sao reversas.

b) AC e FC sdo concorrentes.
c) ADe CF sdo coplanares.
d) AB e EF sdo paralelas.

e) DE e CF sdo ortogonais.

Observe o paralelepipedo retangulo seguinte.
Use duas retas determinadas pelos vértices desse
paralelepipedo para justificar, em cada caso, que
a sentenca dada é falsa.

a) Duas retas que estdo contidas num plano sédo
paralelas.

b) Duas retas coplanares sdo concorrentes.

c) Se duas retas sdo ortogonais, toda paralela a
uma delas é perpendicular a outra.

d) Se duas retas distintas sao paralelas a um plano,
entdo elas sdo paralelas entre si.

u Reta e plano perpendiculares

Se uma reta é secante com um plano num ponto
O e é perpendicular a todas as retas do plano que
passam por O, diz-se que a reta é perpendicular
ao plano [DEF].

Se uma reta é perpendicular a duas retas concor-
rentes de um plano, entdo ela é perpendicular ao
plano [PROP].

Veja a demonstracdo do teorema 4, nas paginas
147 e 148.

Se uma reta e um plano sdo secantes e a reta
ndo é perpendicular ao plano, diz-se que a reta é
obliqua ao plano [DEF].

r rla,aCoeOE€Ea,
rlb,bCoaeOe€hb,
rlccCaeOQ€Ec,
etc.

r L o significa

r é obliqua a a

Se uma reta r é perpendicular a um plano o, qual é o angulo que r forma
com uma reta s contida em o?
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EXERCICIOS

Classifique cada uma das afirmacbes seguintes
como verdadeira (V) ou falsa (F).

a) Para que uma reta e um plano sejam perpen-
diculares é necessario que eles sejam secantes.

b) Uma reta perpendicular a um plano forma
angulo reto com qualquer reta do plano.

c) Se uma reta é perpendicular a duas retas dis-
tintas de um plano, entéo ela é perpendicular
ao plano.

d) Se uma reta é perpendicular a duas retas pa-
ralelas e distintas de um plano, entdo ela esta
contida no plano.

e) Uma reta e um plano sao paralelos. Toda reta
perpendicular a reta dada é perpendicular ao
plano.

f) Uma reta e um plano sao perpendiculares. Toda
reta perpendicular a reta dada é paralela ao
plano ou esta contida nele.

A figura ao lado representa

um sélido chamado prisma
hexagonal regular. Suas
bases sdo hexagonos regu-
lares e suas faces laterais sdo B
retdangulos. Considerando
apenas as retas que contém
suas arestas e os planos que e N
contém suas faces, respon-
da as questdes seguintes. N P

I PR S |
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a) Areta AM é perpendicular a quais planos?

b) Quais sdo as retas perpendiculares ao plano
(AEQ)?

¢) O plano (CDQ) é paralelo a quais planos?
d) O plano (BCP) é secante com quais planos?

20 A figura abaixo mostra uma cantoneira instalada

na parede. Na figura, a reta r é perpendicular ao
plano o.. Com base nas retas e nos planos assina-
lados, responda:

Elementos sem proporgdo entre si.

a) Qual é aintersecdo de B com y?
b) Qual é a intersecdo de o com B?
¢) Qual é aintersecdo de o com ¥?
d) Quanto medem os angulos rsert?

3 Planos perpendiculares

Se dois planos sdo secantes e um deles contém uma reta perpendicular ao outro, diz-se que os planos
sdo perpendiculares [DEF].

B aJ_Bsignifica{rCa

oNpP=i

rlp




EXEMPLO 5
Observe o cubo ABCDEFGH:
H G
E F
D c
A B

Geometria Espacial de Posicédo

Os planos (ABC) e (ADE) sdo secantes (sua intersecdo
é AD), AE é perpendicular ao plano (ABC) e AE estd
contida no plano (ADE). Assim, os planos (ABC) e (ADE)
sdo perpendiculares.

&

Que outros planos (de-
terminados pelas faces

do cubo) sdo perpendi-
culares ao plano (ABC)?

Se dois planos sdo secantes e ndo sdo perpendiculares, diz-se que eles sdo obliquos.

o é obliquoa B

EXERCICIOS
21 Observe abaixo o paralelepipedo retorretangulo
ABCDEFGH.
H G
El— g
RS c
A= =%

a) TG é perpendicular ao plano (ABE)? Qual é o
traco dessa reta nesse plano? Quais planos,
determinados pelas faces do cubo, contém FG
e sao perpendiculares ao plano (ABE)?

b) Os planos (ABC) e (CDG) sdo perpendiculares?
Qual é o trago de um deles no outro?

¢) O plano (BDF) é perpendicular ao plano (ABC)?
Explique. Qual é o traco de um deles no outro?

& FACA NO
5 CADERNO

22 (lassifique as afirmagdes a seguir como verdadei-

ras (V) ou falsas (F).

a) Se dois planos sdo secantes, entdo eles séo
perpendiculares.

b) Se dois planos sao perpendiculares, entao eles
Sao secantes.

c) Sedois planos sdo perpendiculares, entao toda
reta de um deles é perpendicular ao outro.

d) Se uma reta é perpendicular a um plano, por
ela passa um unico plano, perpendicular ao
plano dado.

e) Dois planos perpendiculares a um terceiro séo
perpendiculares entre si.

f) Se dois planos sdo perpendiculares a um ter-
ceiro, entédo eles sdo paralelos.

g) Se dois planos sao paralelos, todo plano per-
pendicular a um deles é perpendicular ao outro.
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23 O projeto de varal de chdo, mostrado na figura ao lado,

permite-nos imaginar retas e planos.

a) Quais planos, determinados por 3 pontos néo coli-
neares entre os assinalados, sao obliquos ao plano

(CDE)?

b) Os planos (KLE) e (EFG) sao secantes? Qual é o traco
de um deles no outro? Esses planos sao perpendi-

culares ou obliquos?

c) Os planos (ABC) e (EFG) sao paralelos ou secantes?

3 Projecoes ortogonais

Projecdo ortogonal de um ponto sobre
um plano é o ponto de intersecdo entre a
reta perpendicular ao plano conduzida pelo
ponto e o plano [DEF].

Projecdo ortogonal de uma figura
plana, ou nao plana, sobre um plano é
o conjunto das projecdes ortogonais dos
pontos da figura sobre esse plano [DEF].

A projecdo ortogonal de uma reta r
sobre um plano o é assim definida:

* Ser é perpendicular a o, a projecdo
de r sobre o é o ponto P em que r
intersecta o [DEF].

- Serndo é perpendicular a o, a proje-
cdodersobreaéaretar, intersecdo
de oo com o plano B, perpendicular a
o conduzido por r [DEF].

A projecao ortogonal de um segmento de
reta AB sobre um plano a. é assim definida:
- Se AB é perpendicular a o, a projecao
de AB sobre 0. é o ponto P em que a

reta AB intersecta o [DEF].

- Se AB nao é perpendicular a o, a pro-
jecao de AB sobre o é 0 segmento AB'
tal que A' e B' sdo, respectivamente,
as projecdes de A e B sobre o [DEF].

P= projuﬁ

P'= proj, P
o. = plano de projecao

PP = reta projetante de P

o
F'= proj, F
(o
r'=proj, r
B
3
A' B'
o
AB = proj, AB
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24 (lassifique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada

uma das afirmacdes seguintes.

a) A projecdo ortogonal de um ponto sobre um
plano é um ponto.

b) A projecdo ortogonal de uma reta sobre um
plano é uma reta.

¢) A projecao ortogonal de um segmento sobre
um plano é um segmento.

d) A projecéo ortogonal de um segmento obliquo
a um plano, sobre o plano, tem medida menor
gue a medida do segmento.

e) Sedois segmentos sao congruentes, entdo suas

25
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d) A projecao ortogonal de um cilindro sobre um
plano é um circulo.

Classifique as afirmacdes a sequir como verdadeiras
(V) ou falsas (F).

a) Se as projecdes ortogonais de duas retas sobre
um plano sdo paralelas, entdo as retas sdo
paralelas.

b) Duas retas paralelas ndo perpendiculares ao
plano de projecdo tém projecdes paralelas.

c) A projecdo ortogonal de um angulo sobre um
plano pode ser uma semirreta.

143

projecdes ortogonais sobre qualquer plano sdo

congruentes. d) A projecdo ortogonal de um angulo sobre um

f) Projetando-se ortogonalmente um triangulo plano pode ser um segmento de reta.

sobre um plano podemos obter um segmento
de reta.

e) A projecdo ortogonal de um angulo sobre um
plano pode ser uma reta.

3 pDistancias

A distancia entre dois pontos A e B pode ser assim definida:

Feo

Qual é o caminho de menor compri-
mento para ir do ponto A ao ponto B?

- Se A e B coincidem, a distancia entre eles é nula.

» Se A e B sdo distintos, a distancia entre eles é a medida do
segmento de reta AB.

A
B
d, = AB
AB: medida do

segmento AB

Se um ponto P nao pertence a uma

reta r, qual é a menor distancia entre P
A distdncia de um ponto P a uma reta r é a distancia de P e um ponto qualquer de r?
a P', em que P' é a intersecdo entre a reta perpendicular ar, p

conduzida por P, e a reta r. [DEF]. )

P
r d, = PP

P,
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A distancia entre duas retas r e s paralelas é a distancia de um ponto P qualquer de uma delas até a
outra [DEF].

A figura abaixo mostra que a distancia entre r e s foi obtida tomando-se um ponto P em r e tracando-
-se PP' perpendicular a's, com P'em s (P' é o ponto de intersecao entre a reta perpendicular a s conduzida
por P e a reta s).

A distancia de um ponto P a um plano a é a distancia de P a P', em que P' é o ponto de intersecéo
entre a reta perpendicular a o, conduzida por P e o plano o [DEF].

d,, =d, = PP

P

Se um ponto P nao pertence a um

plano o, qual é a menor distancia
entre P e um ponto qualquer de o?

A distancia entre uma reta r e um plano «, sendo r contida em o ou r paralela a o, é a distancia de um
ponto P qualquer de r ao plano o [DEF].

Afigura abaixo mostra que a distancia entre r e o. foi obtida tomando-se um ponto P em r e tracando-se
PP' perpendicular a o, com P' em o (P' é 0 ponto de intersecdo entre a reta perpendicular a o conduzida
por P e o plano o).
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A distancia entre dois planos o e B paralelos é a distancia de um ponto P qualquer de um deles ao
outro plano [DEF].

A figura abaixo mostra que a distancia entre oo e  foi obtida tomando-se um ponto P qualguer em o
e tracando-se PP' perpendicular a B, com P'em B.

a
Il
a

B dpp = PP

o B P,

B LT TR T Y v

A distancia entre duas retas reversas r e s é a distancia de um ponto qualquer P da reta r ao plano
que contém s e é paralelo a reta r [DEF].

N r
/ P

d =d(7=dR(7=PPI

ns N

-

®
EXERCICIO {2 Easane,

26 Observe o bloco retangular representado abaixo com as medidas indicadas.

Determine a distancia:

a) entre os pontos C e G; 2em
b) do ponto E a reta ﬁ; E

¢) do ponto A ao plano (CDG);
d) do plano (ADE) ao plano (BCF); 3cm N I
e) do ponto E ao plano (ABQ); .
f) entre as retas AB e ﬁ;

g) entre as retas AD e CF.

S T

N
N
@]

A 7cm B

3 Teoremas fundamentais

Teorema 1
Se dois planos distintos ttm um ponto comum, entdo a intersecdo desses
planos é uma Unica reta que passa por aquele ponto.
1 o # P (o plano o é distinto do plano B).
Hipoteses: < 12 P € 0. (0 ponto P pertence a o).
3 P € P (o ponto P pertence a B).

Tese:di | i =0 N PeP &i(existe uma Unica reta i que é a intersecdo de o
com B, e P pertence a i).
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Demonstracao:
I. SeoeBsaodistintos e ttm um ponto comum P, existe outro ponto Q que
também pertence a a.e a B (veja o postulado da intersecao na pagina 131).
II. Chamando dei a reta PQ, temos que i esta contida em o (pois P € o e
Q € o) e i também esta contida em B (pois P € Be Q € P).
Para provarmos quei é a intersecao de o, e 3, devemos provar que todos
0s pontos que estao em o e em P estdo em i.

III. Vamos supor, por absurdo, que exista um ponto Xtalque X € o, X € Pe
X & i. Entdo os planos o, e B teriam em comum o ponto X e areta i e, desse
modo, deveriam coincidir, o que é absurdo, pois contraria a hipdtese (1 .
A contradicdo vem do fato de admitirmos que X & i. Assim, X deve
pertencer a reta i e, portanto, i é a intersecdo de o e B.

Teorema 2

Se uma reta ndo esta contida num plano e é paralela a uma reta do plano,
entdo ela é paralela ao plano.

1 r & o (aretarndo esta contida em o).

Hipoteses: < 2 r//s (aretar é paralela a reta s).

r
3 s C o (areta s esta contida no plano o). /

Tese: r// o.(a reta r é paralela ao plano o). o

Demonstracao:
I. Como as retas r e s sdo paralelas distintas, elas determinam um plano .
II. ComosC oesC P, comaefdistintos, entdos = o N P.
III. Vamos supor, por absurdo, que r e o tivessem um ponto P em comum:

PererCfB(temI) =>Pef
Como P pertencea o e a B, entao P pertence
a intersecdo de o com B, que é a reta s.
Dal, as retas r e s teriam em comum o ponto
P, o que é absurdo, pois contraria a hipotese
2 . A contradicdo vem do fato de supormos
que r e o tém o ponto P em comum. Logo,
r e oo ndo podem ter ponto comum, ou seja,
r é paralela a o.

p

/ /
_— /

Teorema 3

Se um plano contém duas retas concorrentes, ambas paralelas a outro plano,
entdo esses planos sdo paralelos.

1 r C o (areta r esta contida no plano o). Xr
s C o (a reta s esta contida no plano a). (] s

Hipoteses: rN's = {P} (r e s sao concorrentes no ponto P).

2
3
4 r// B (ré paralela ao plano f).
5 s// P (s é paralela ao plano ).

Tese: o.// B (o plano o é paralelo ao plano B).



Geometria Espacial de Posicdo 147

Demonstracao:
I. Os planos o e B sao distintos, pois o contém retas paralelas a .
II. Vamos supor, por absurdo, que o e B sejam secantes, isto é, que exista
uma retaitalque o NP =1

cr//BrCo,i=oNB=r/i @ r
cs//BsCoi=0oNP=s/i

Assim, as retas r e s passariam por P e ambas seriam paralelas a i, o

que é absurdo, pois contraria o postulado das paralelas de Euclides.

A contradicdo veio do fato de admitirmos que o e B sdo secantes. //./
Logo, a e B nao podem ser secantes, e devemos ter o.// 3.

Teorema 4

Se uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes de um plano, entdo
ela é perpendicular ao plano.

1 r L a(aretaré perpendicular a reta a). r

r L b(areta r é perpendicular a reta b).

2
. 7 . . b o[
Hipoteses: < 13 3 ¢ (a reta a esta contida no plano o). %(
4

b C o (a reta b estd contida no plano o).

ul

a N b = {P} (as retas a e b sdo concorrentes em P).

Tese: r L o (a reta r é perpendicular ao plano o).
Demonstracao:

I. Devemos mostrar que r é perpen-
dicular a todas as retas de o que

b a .
}( passam por P. Para isso, tomemos
o P no plano o.uma reta x passando por '
P edistinta de a e b. Vamos mostrar
que r é perpendicular a x.

II. Tomemos na reta r dois pontos R e R' simétricos em relacdo ao }(e
ponto P. Teremos, portanto, PR = PR'. o P

r ) III. Tomemos agora um ponto A na
"B retaa e um ponto B nareta b, com
o A, XN A # PeB # P, de tal forma que AB

intersecte a reta x num ponto X.
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IV. Temos:
- a é mediatriz de RR’; entdo, RA = RA.

- b é mediatriz de RR’; entdo, RB = RB.
V. Comparando os triangulos RAB e R'/AB, encontramos:

RA=RA ;
RE=TREB = ARAB = AR'AB (critério LLL) e, dai, RAX = RAX. R
AB é comum

VI. Comparando os tridangulos RAX e R'AX, encontramos:
RA=RA
RAX = RAX = ARAX = ARAX (critério LAL)

AX é comum

e, dai, RX = RX.
Temos:
« X equidistade Re R o __ R'
A reta x é a mediatriz de RR' ¢,
c X E X . = .
_ _ assim, r = RR' é perpendicular a x.
* X passa por P (ponto médio de RR)
Assim, mostramos que a reta r é perpendicular a reta x, qualquer que seja

x contida em o e passando por P.
Concluséo: a reta r é perpendicular ao plano a.

(Enem-MEC) Gangorra é um brinquedo que consiste de uma tdbua longa e estreita equilibrada
e fixada no seu ponto central (pivd). Nesse brinquedo, duas pessoas sentam-se nas extremidades
e, alternadamente, impulsionam-se para cima, fazendo descer a extremidade oposta, realizando,
assim, o movimento da gangorra.

Considere a gangorra representada na figura, em que os pontos A e B sdo equidistantes do pivo:

B

pivo

A
[ ]

A projecdo ortogonal da trajetéria dos pontos A e B, sobre o plano do chdo da gangorra, quando
esta se encontra em movimento, é:

a) A B C)< > e)/\ \/
A B
A B

b) A B d)

A B



