UM POUCO DE HISTORIA

Introducdao a Geometria Analitica

O segundo terco do século XVII foi um importante periodo da historia da Matematica, com
destaque para a grande intercomunicacao de ideias entre os matematicos franceses, dos quais des-
tacamos René Descartes e Pierre de Fermat. A eles usualmente atribui-se a invencdo da Geometria
Analitica. Outros nomes dessa época também devem ser lembrados, como Roberval, Desargues,
Mersenne e Pascal.

René Descartes (1596-1650) recebeu, desde cedo, uma educacdo diferenciada e dedicou grande
parte de sua vida a filosofia e a ciéncia. Sua obra mais importante, datada de 1637, é o Discurso sobre
0 método, em que apresenta as bases filoséficas do seu método para o estudo das ciéncias. Descartes
acreditava que o conhecimento matematico é mais cumulativo e progressivo que o de outras areas
do conhecimento, crescendo por acréscimos e ndo por substituicoes, como ocorria em outras
ciéncias, a medida que eram feitas novas descobertas. As demonstracoes usadas para validar determi-
nadas propriedades na Matematica possibilitavam a aquisicdo segura do conhecimento, e esse poderia
ser o caminho para a verdade e para novas descobertas das ciéncias. Segundo Descartes, nao se poderia
aceitar nada como verdade se ndo fossem apresen-
tadas provas com clareza e distingdo. Esse método
de organizar o pensamento cientifico, conhecido
como racionalismo, rompia com o empirismo do
passado.

Em um dos trés apéndices do Discurso sobre o
método encontra-se “Le Geométric”. A maior con-
tribuicdo desse texto é a ideia de dar significado as
operacoes algébricas por meio de interpretacdes geo-
métricas e, reciprocamente, “libertar” a Geometria
dos diagramas por meio de processos algébricos.

Esses principios originaram a Geometria Ana-
litica que conhecemos hoje e que passaremos
a estudar nos primeiros quatro capitulos desse
volume. Os pontos sdo representados por pares
ordenados de nlimeros reais; as retas, circunferén-
cias e outras curvas podem ser descritas por meio
de expressoes algébricas, com as quais podemos
estudar propriedades das figuras geométricas. As
figuras sao representadas em um referencial for- René Descartes ensinando astronomia a rainha Cristina | da
mado por dois eixos perpendiculares, conhecido Suécia, por volta de 1649. llustracdo de D. Jaime Seix, 1876.
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CAPITULO 1

como sistema de coordenadas cartesianas, nome dado em
homenagem a Descartes. Vale lembrar, no entanto, que na obra
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dades incognitas descreve uma linha, reta ou curva”. Fermat
estudou desde casos de equacoes lineares simples até equacoes
quadraticas mais gerais. Sua obra, mais sistematica e didatica )

que a de Descartes, ndo foi publicada em vida e, por esse moti- Luenyas Banavorri,
vo, a Geometria Analitica era considerada, na época, invencéo B s
Unica de Descartes.
Fonte de pesquisa: BOYER, Carl B. Histéria da Matemética. 32 ed. “Geometria” foi publicado em 1637 como
Sao Paulo: Edgard Blucher, 2010. um apéndice do Discurso sobre o método.

I3 pPlano cartesiano

Consideremos dois eixos orientados, x e y, perpendiculares em O. O plano y
determinado por esses eixos é chamado plano cartesiano.

Cada uma das partes em que o plano fica dividido pelos eixos x e y recebe
o nome de quadrante. Os quatro quadrantes sdo numerados no sentido anti-
-horario, como mostra a figura ao lado: 0 x

O eixo x (ou eixo Ox) recebe o nome de eixo das abscissas.

22 quadrante | 12quadrante

32quadrante | 4¢quadrante
O eixo y (ou eixo Oy) recebe o nome de eixo das ordenadas.

O ponto O é a origem do sistema de eixos cartesianos ortogonal ou re-
tangular. Esse sistema é frequentemente indicado por xOy.
Dado um ponto P qualquer do plano cartesiano, tracamos por P as retas
paralelas aos eixos x e y. Sejam P, e P, os pontos de intersecdo dessas retas
com 0s eixos X ey, respectivamente.

_ y
Dizemos que: b P
a abscissa de P (indica-se por x,) ¢ a medida algébrica do segmento OP ; ’
a ordenada de P (indica-se por y,) ¢ a medida algébrica do segmento O_PZ,' ;
- , . - o) P X
as coordenadas de P séo os numeros reais X, e y,, indicados, em geral, 1
na forma do par ordenado (x,, y,).

EXEMPLO 1

Um ponto P possui coordenadas dadas por P(—2, 4). Isso significa
que a abscissa de P vale —2 e sua ordenada vale 4.
P encontra-se no 2¢ quadrante, como mostra a figura ao lado.
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OBSERVACOES &)

* A cada ponto P do plano cartesiano corresponde um par ordenado (x,, y,) de nimeros reais e, inversamente, para
cada par ordenado (x,, y,) de nimeros reais corresponde um ponto P do plano.

N\

* Um ponto pertence ao eixo das abscissas se sua ordenada é nula. Desse modo, para todo a € R, o ponto (a, 0) per-
tence ao eixo X.

* Um ponto pertence ao eixo das ordenadas se sua abscissa é nula. Assim, para todo b €R, o ponto (0, b) pertence ao eixo y.
* Um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes impares (b, ) se suas coordenadas sdo iguais.

y

3_ ________ b13
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1
Assim, para *_f0d0 a €R, o ponto (a, a) -3 _;2_1; LN Por que o angulo indica-
pertence a bissetriz b, . 0_11 23 X do no sistema cartesiano

A L5 ao lado mede 45°?
-------- -_3 N -

y
b24 --------- 13
A
Para todo a € R, o ponto (a, —a) per- N
tence 4 bissetriz b,,. o T x O ponto (a, —a) pode
N pertencer ao 2¢ quadran-
DY L te? F ao 42 quadrante?
—34 i
g J
9
EXERCICIOS {2 bemno
1 Situe no mesmo sistema de eixos cartesianos os pon- 3 Dados os seguintes pontos:
tos A1, 3), B(—2, 1), C(0,5—4)1, D(-3,0), E(—=2, —3), A(=3, 3) E(% %) I(— % B %)
F2, —1), GB, ~4) e H(;, 3).
B(ﬂ, o) O, -5 (0, 1)
2 Forneca as coordenadas dos pontos dados no 5
plano cartesiano abaixo. C(—4, —5) al3 11 k(- 1 0
. 5 3
y
D(0, 2) H(1;=3.2)  L-4,2)
L H Indique quais pertencem:
a) ao 12 quadrante. e) ao eixo X.
b) ao 22 quadrante. f) aoeixoy.
: c) ao 32 quadrante. 9) a bissetriz b_ .
K
) - d) ao 42 quadrante. h) a bissetriz b,,.
4 Determine o sinal do produto das coordenadas de
M N um ponto:
a) do 1e quadrante. ¢) do 3¢ quadrante.
! b) da bissetriz b,,. d) do eixo das ordenadas.




CAPITULO 1

5 Determine os valores reais de k para os quais o~ 10 Os pontos (3, —2), (a, 5) e (b, 100) pertencem a
ponto P(k? — 9, 5) pertence ao eixo das ordenadas. uma reta paralela ao eixo y. Determine a e b.

6 Sendo a um numero real positivo e b um nimero 11 Determine as coordenadas dos vértices A, B, C e
real negativo, determine em que quadrante se D do trapézio isésceles abaixo.
encontra cada um destes pontos:

y
a)Pla, b) 0 R<2a, %) B 10 c
b) Q(—a, b) d) S(—a, —b) 13
7 Na figura a seguir as duas circunferéncias tém A5 D x

centro na origem. Sabendo que a abscissa de A é
igual a 3, determine as coordenadas dos pontos

A B,CDEFGeH. 12 Os vértices de um tridngulo sdo os pontos

A(—4, 5), B(—4, 0) e C(1, 5). Mostre que esse
y triangulo é retangulo. Que segmento representa
a hipotenusa desse triangulo?

F
A
2 \ 13 Na figura, ABCD é um quadrado cujo lado mede
G c ot e . 6. Obtenha as coordenadas dos quatro vértices do
_/ quadrado.
\&f y

8 Para quais valores reais de m o ponto P(m, 2m — 1)
pertence ao 3¢ quadrante? A C

9 Os pontos A(3, 5), B(2, m) e C(—4, n) perten-
cem a uma reta paralela ao eixo das abscissas. 4
Determine m e n.

I pistancia entre dois pontos

Dados dois pontos distintos A e B do plano cartesiano, chama-se distancia entre eles a medida do
segmento de reta que tem esses dois pontos por extremidades.
Indicaremos a distancia entre Ae B pord,,. y
- 12 caso: O segmento AB é paralelo ao eixo x. A B
e , , . . =Y ] T i
Adistancia entre A e B é dada pelo médulo da diferenca entre as abscissas
de A e B, isto é:

o] «x X X

dAB = |XA o XB| . ¢
EXEMPLO 2
A distancia entre os pontos P(—=2, 4) e Q(3, 4) é dPQ =|-2-3|=|3-(=2)| =5.
Assim, d., = 5 u.c. (unidades
) . y
de medida de comprimento).
P4 Q




O ponto
- 22 caso: O segmento AB é paralelo ao eixo y.
y
Yot----1B
Yat----eA
0] >:<A=xB X
A distancia entre A e B é dada pelo mddulo da diferenca entre as ordenadas
de AeB, isto é:
d/-\B - |y/-\ - yB|
EXEMPLO 3
A distancia entre os pontos R(3, =2) e S(3, 2) éd,, = |-2 — 2| = |2 — (=2)| = 4.
Assim, d.. = 4 u.c. (unidades
de medida de comprimento).
- 32 caso: O segmento AB n&o é paralelo a qualquer um dos eixos coor-
denados.
y
Ve Observe que:
y ] .dAP: |XA_XB|
.dBP: |yA_yB|
0 >i<A X, X
Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo APB, temos:
(dpg)” = (dyp)* + (dgp)?
(d)® = (Ix, = %1 + (ly, = ;1)
Como para todo a € R, |a|? = a?, podemos escrever: g
A expressao
(dAB)Z = (XA — XB)2 + (yA - yB)z d = J(Ax)? + (Ay)?, usa-
da para calcular a dis-
dg = «/(XA —x)" + (y, — V)’ tancia entre dois pon-

tos, pode ser aplicada
tanto no primeiro caso
apresentado quanto no
segundo?

Podemos observar ainda que, como (x, — x.)* = (x, — x)? e (y, — y,)* =
= (y, — y,)% a ordem das diferencas que aparecem no radicando nao importa.
Assim, pode-se escrever, também:

d,g = V(AX)7 + (Ay)?

com Ax representando a diferenca entre as abscissas, e Ay, a diferenca entre as
ordenadas dos pontos.

11




12 CAPITULO 1

EXEMPLO 4

Vamos calcular a distancia entre os pontos
A(2, 3) e B(5, 1).

Temos:
d,, = V(A7 + (ay)? E
dABZ«/(2—5)2+(3—1)2
d,=49+4 51 2 + .
d. =13
Assim, d,, = Y13 u.c. (unidades de
medida de comprimento)
- L |

Embora tenhamos deduzido a formula da distdncia entre dois pontos usando
pontos do 12 quadrante, podemos notar que ela ndo perde a validade quando
sdo utilizados pontos de outros quadrantes. Observe o exemplo a sequir.

EXEMPLO 5

A distancia d entre os pontos C(3, —2) oY
e D(—1, 4), representados no grafico ao K-“
lado, é dada por: .

d=AB-(-NPF+[4- (-2 = J
=16 + 36 = 52 ! 3 i
-1 '
Assim, d = 2413 u.c. (unidades de \
medida de comprimento). Y S c

A partir de agora serd omitida a expressdo u.c., unidades de medida de
comprimento, quando se tratar de distancia.

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

1 Mostre que o tridngulo de vértices A(2, 2), B(—4, —6) e C(4, —12) é retdngulo e isésceles. Em seguida,
determine seu perimetro.

Solucao:
y E preciso mostrar que as medidas de seus lados satisfazem o teorema de
Pitagoras.
Temos:
x © AB:d,, =+(-4-2+[2- (-6 =436 +64 =100 = 10

© ACd, =2 -4 +12—- (=127 =44 + 196 =200 = 1042
© BC:d, =(—4— 42 +[-6 — (—12) =64 + 36 =100 = 10
Como (d,)? = (d,)* + (d,)? pois (10«/7)2 = 102_+ 10_2, concluimos que
o triangulo ABC é retangulo em B e seus catetos AB e BC possuem a mes-

ma medida. Assim, o triangulo ABC é isdsceles, e seu perimetro é igual a
10 + 10 + 1042 = 10(y2 + 2).
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8 )
EXERCICIOS {2 i

14 Determine a distancia entre os pontos dados. 22 Qs pontos A e B sao equidistantes de Q, per-

a) A5, 2) eB(1, 3) tencente a bissetriz dos quadrantes impares.
Sendo A(4, 2) e B(6, 8), quais sa oordenada

b) C(—1, 4) e D(—2, —3) n (4, 2) e B(6, 8), quais sao as coor s
de Q?

c) E(—4, —3)e 00, 0)

d) F(—5, 4) e G(2, —5) 23 O ponto P pertence ao eixo dos y e equidista de
A(—=1, 1) e B(4, 2). Determine as coordenadas

e) H(—1, 5 el(—=1,12) de P

f) J(=2, =1)eK@3, —4)
g) L(—4, 3) e M(—4, —7) 24 (Classifique, quanto aos lados, o tridngulo cujos

h) N(E, —«/7) . P(—«/j, «/7) vértices sdo (0, 0), (3, 2) e (—1, 4).

i) Q(1,3)eR(=3, 3) 25 Na figura, P ¢ equidistante de A(1, —1) e B(2, 3).
Obtenha as coordenadas de P.
15 Calcule o perimetro do tridngulo ABC, sendo
A1, 0), B(3, 7) e C(—2, 4). y

16 O ponto B tem ordenada nula e dista 5 de A, que R +B
possui ambas as coordenadas iguais a 4. Determine ;

a abscissa de B.

i

. P
a 3 ol : ~ x
17 Entre os pontos A( > 1), B<1, > ) C2, 1) e +oep
D(0, 2), qual é o mais distante de E(1, 1)?
18 Ospontos ABm + 1, 15) e B(m, 3) pertencem ao
22 quadrante, e a distancia entre eles éigual a 13.
Qual é o valor de m? 26 Com base na figura seguinte, determine m.
19 Determine o perimetro do quadrilatero ABCD. y
y
A
B /////
\
\
[¢) \ X
\
C ~ \
-y
D
X

20 O centro de uma circunferéncia é o ponto (—1, 3).
Sabendo que o ponto (2, 5) pertence a circunfe- 27 Dados os pontos M(2, 0) e N(0, 2), determine P
réncia, determine a medida de seu didmetro. de modo que o triangulo MNP seja equilatero.

21 Mostre que o tridngulo de vértices (2, 4), (5, 1) e ~ 28 Encontre trés pontos equidistantes de A(—2, 4) e
(6, 5) é isdsceles e calcule seu perimetro. B3, 1).




14 CAPITULO 1

I3 Ponto médio de um segmento

Ha situagdes em Geometria Analitica que envolvem mediatrizes de segmen-
tos, medianas e mediatrizes de triangulos e outros assuntos relacionados com
0 ponto médio de um segmento.

Seja M o ponto médio do segmento com extremidades A(x,, y,)
e B(x,, y,). Notemos, na figura ao lado, que os triangulos AMN e
ABP sdo semelhantes, pois possuem os trés angulos respectivamente
congruentes. Assim:

AM _ AN .
AB AP
Mas AB = 2 -(AM), pois M é o ponto médio de AB. ;
AM AN AN _ 1 a5, | | |
Logo, vy ~ AP — Aap -z AP =2 (AN of % xe=x %=x
Assim, temos:
I%, = X, | =2 |x, — x|

Como X, > X, € Xy > Xnr podemos escrever:

X, = X, = 2(x, = X) =%, — X, = 2(x, — X) =X, — X, = 2x, — 2X, =

_ Xy T Xy
= XM = 2
_ : , Yot Ve
Mediante procedimento analogo, prova-se quey,, = 5

Portanto, sendo M o ponto médio do segmento AB, temos:

xA—i-xB yA+yB
M( 2 2

EXEMPLO 6
Dados os pontos A(3, —2) e B(— % —4), vamos calcular as coor- Y
N -1
denadas do ponto médio do segmento AB. 2 4 3
1.3 5 EERE
M 2 2 4 Ym 2 2
EXEMPLO 7

Seja M(0, 2) o ponto médio do segmento AB. Se A(—2, 5), para
determinar as coordenadas de B, podemos fazer:
-2+ X e 2= 5+y,
2 2

0= = x,=2ey,=—1

Assim, B(2, —1). Veja, ao lado, a representacao gréfica.
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® ' EXERCICIO RESOLVIDO

2 De um losango sdo conhecidos trés vértices, ndo necessariamente consecutivos: A(1, 3), B(=3, 5) e
C(0, 6). Determine as coordenadas do quarto vértice desse losango.

Solucao:
y Vamos, inicialmente, calcular as distancias entre os pontos dados, a fim de
descobrir quais sdo os vértices consecutivos desse losango:
64C
B, | 5 d, =+ +3)2+ 3 -5)2 =420
3l A d, =41 -07+3B-62 =410
dye =V(=3 -0+ (5 - 62 =410
=3 o[ 1 X

Como d, e d, séo iguais, concluimos que AC e BC séo lados do losango e AB é uma diagonal. Lembrando
gue em qualquer losango as diagonais intersectam-se ao meio, podemos determinar o vértice D do losango:

y + M é ponto médio de AB:
_%tX 143
Xy = 5 = > =
M(=1, 4
_yA+yB_3+5_4 ( )
Yu = 2 TS, T
+ M também é ponto médio de CD:
X+ X, 0+ x,
: , WET g T T P %2
_i 0 i X yc+yD 6+y
3 1 yM:Tizl_: 5 D=>yD:2

Assim, o outro vértice é D(—2, 2).

Mediana e baricentro

Chamamos mediana de um triangulo o segmento cujas extremidades sdo
um dos vértices desse triangulo e o ponto médio do lado oposto a esse vértice.
Um triangulo possui trés medianas. Através da Geometria Analitica podemos
determinar as medidas das medianas de um triangulo. Vejamos:

Seja ABC o triangulo a seguir, de vértices A(1, 1), B(—1, 3) e C(6, 4).

Vamos determinar a medida da mediana relativa ao lado BC:

- O ponto médio M de BC é dado por:

(XB+XC YB+yC>:(—1 +6,3+4>:>M<— l)

5
2 "2 2 2 2' 2

15
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CAPITULO 1

- O comprimento da mediana AM é obtido calculando-se a distancia entre A e M:

_ 5V 7V _ (_3Y.( 5Y_1[9 .25 _[34 _A+34
b= 1303 - (33 - R - -
Por meio de um procedimento anéalogo, podemos determinar o comprimento das medianas BN e CP.

As trés medianas intersectam-se no ponto G, indicado na figura anterior. O ponto de encontro das

trés medianas de um triangulo é chamado baricentro do triangulo. Veremos a seguir como podemos
determinar as coordenadas do baricentro.

Determinacao das coordenadas do baricentro de um tridngulo

Sejam A(x,, y,), B(x,, y,) e Cx., y.) trés pontos nao alinhados no plano cartesiano. Consideremos o
triangulo ABC.

As trés medianas relativas aos lados AB, BC e AC sdo, respectivamente, CN, AP e BM. Elas se encontram
no ponto G, baricentro do triangulo.

Vamos obter as coordenadas de G. Para isso, é preciso lembrar uma propriedade da Geometria
Plana: o baricentro do triangulo divide cada mediana em dois segmentos cujas medidas estdo na razdo
2 : 1, isto é, o segmento que tem um vértice do triangulo como uma de suas extremidades mede o

dobro do outro. Veja, por exemplo, a mediana CN, que fica dividida em dois segmentos: CG e GN,
com CG = 2 - (GN).

Temos:
25 s
- N é ponto médio de AB =4 2 ' )
Y tYe 5 Por que G é ponto
W= médio de QN?
« = Xg T Xc 3
. — Q 2
+ Q é ponto médio de CG = y +y
— ZG C
yQ - 2 4

x
+
X

+ G é ponto médio de QN =

<
[}
Il
<
N+ N
<
=
o
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Substituindo (1 e 3 em 5, temos:
X X X. + X X, + X 3x X, + X, + X
— __Q N _ G C A B G A B C
xG—2+2=>xG—4+4:4— 2 =
X, + X + X
— A B C
SX =3
Analogamente, substituindo (2 e 4 em g, podemos concluir que:
— yA + yB + yC
yG - 3
, X, F X X +y. +
Assim, as coordenadas de G sao( A 35 ., Yo éB Je >
Observe que a abscissa do baricentro é igual a média aritmética das abs-
cissas dos vértices do triangulo. Da mesma forma, a ordenada do baricentro
é igual a média aritmética das ordenadas dos vértices do triangulo.
Considerando o triangulo ABC da pagina 15, as coordenadas de seu
baricentro (G) sdo:
_ XXX 1+ (EDF6
s = 3 - 3 -
3
_ YAt YVetye _143+4 8 3
Vs 3 3 3
- |
9
EXERCICIOS {2 Gbeno
29 Determine as coordenadas do ponto médio do nadas. Sendo (—1, 2) seu ponto medio, determine
segmento cujas extremidades sao os pontos: as coordenadas de suas extremidades.
a) A1, 2) e B(2, 4) d) G(=3, 5)eH(3, -5) 35 Um triangulo possui vértices nos pontos (2, —1),
b) C(3, 5)eD(2, —=3)  e)I(4, 10) e J(10, —4) (4, —3)e (-2, —5). Determine:
) E<—1, —%)e F<—3, %) f) L3, —4) e M(3, 2) a) as coordenadas de seu baricentro;

b) os comprimentos das medianas desse triangulo.

30 se (2, 3) é ponto médio de AB, com A(n, 5) e 36 M(1,2), N(5, —2) e P(3, —4) s0, respectivamente,
B(4, m), quanto vale m + n? 0s pontos médios dos lados AB, BC e AC do trian-
gulo ABC. Determine as coordenadas dos vértices

31 Os pontos A(2, —4), B(—2, 1) e C(—4, 5) sdo vér- desse triangulo

tices de um tridngulo. Determine o comprimento

da mediana AM do triangulo ABC. 37 Os pontos (2, 3), (5, —1) e (1, —4) sdo vértices
de um quadrado.

a) Quais sao as coordenadas do quarto vértice?
b) Qual é a medida do lado desse quadrado?

32 O pontoP(7, —3) pertence a uma circunferéncia de
centro (4, 2). Determine o ponto diametralmente
oposto a P.

38 Qual é o ponto simétrico de P(2, —3) em relagdo:
a) ao eixo das ordenadas?
b) a origem do sistema cartesiano?

34 Um segmento possui uma extremidade sobre o €) ao eixo das abscissas?
eixo das abscissas e a outra sobre o eixo das orde- d) ao ponto (3, —4)?

33 Mostre que o quadrilatero de vértices (=8, —6),
(=2, 0), (=2, —4) e (4, 2) é um paralelogramo.

17
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CAPITULO 1

39 Na figura a sequir, o tridngulo de vértices A(6, 0), 42 Na figura, o tridngulo ABC é equilatero, e seu lado

0O(0, 0) e B éretangulo, e sua hipotenusa mede 8. mede 4 cm.
y y
B
A B
X
O| A X
Determine: C

a) as coordenadas de B; Determine:

b) a medida da mediana relativa a hipotenusa; a) as coordenadas de C:

c) o baricentro do tridngulo e sua distancia a b) a 4rea do triangulo ABC

origem.
_ 43 A respeito de um tridngulo ABC, sabe-se que:

40 Dados A(—13, —1) e B3, 5), determine as coor- 3 .
denadas dos pontos que dividem AB em quatro . M<1, —7) é ponto médio de BC.
partes iguails. cd,=9

41 : - e d =12
Um losango possui como vértices os pontos (2, —4), AC
(4, 4) e (—6, —2). Sendo (—1, 1) o ponto de en- + C(1,6)
contro das diagonais, determine o quarto vértice Determine as coordenadas de A, sabendo que elas
e a area do losango. sao numeros reais negativos.

\ J

I3 condicio de alinhamento de trés pontos

Para que trés pontos distintos estejam alinhados, suas coordenadas devem obedecer a uma condi-
cao que sera deduzida com a utilizagdo da figura abaixo, na qual A(x,, y,), B(x,, y,) e C(x,, y,) estdo na

mesma reta.
y

Y31

Y;

Y11

Os triangulos retangulos BCE e ABD sao semelhantes.

1o BE _ CE - =% _ YT
Decorre a proporcao D~ BD' due pode ser escrita como R a— Desenvolvendo, obtemos

(%, = %) - (y, = y,) = (% = x,) - (y, = y,) = 0. Da:
XY, TXY T XY, TXY TXYs XY, T XY, XY, =0

ou, ainda:
XY, T XY+ XY, = XY, = Xy, = XY, = 0

. . . Xy
Essa Ultima igualdade pode ser escrita sob a forma de determinante: Xl y; 11=0

X5 Y; 1



OBSERVACAO &)

~N
Se os pontos A, B e C pertencessem a uma reta paralela a um dos eixos (ao x, por
exemplo), o determinante também se anularia.
De fato, terfamos:
XW yW 1
V=Y, = Yse X Yy 1| = X XY XY T X T Xy T Y, = 0
X3 y1 1
N\ J

Concluimos, entao, que:

Se trés pontos distintos A(x,, y,), B(x,, y,) e C(x;, y,) sao colineares, entdo:
X, ¥y 1
D=|x, y,1|=0
X3 Y31

Vamos verificar agora que a reciproca dessa propriedade também ¢é verda-
deira, isto é, se D = 0, entdo os pontos sdo colineares.
Se D = 0, como vimos, podemos escrever:

O = %)y = y,) =0 = x) - (y, =)
Temos as seguintes possibilidades:

+ Sex, —x, = 0, isto & x, = x,, podemos ter:
x, = x, = 0=x, =x, =X, e, portanto, A, B e C seriam colineares por
pertencerem a uma mesma reta paralela ao eixo y;
ou
y; — Yy, = 0=y, =y, e dai, B =C nao pode ocorrer, pois estamos
admitindo que os trés pontos sdo distintos.

+Sey, —y, =0,isto ey, =y, podemos ter:
X, = x, = 0= x, = x, e, dai, A = B; ndo pode ocorrer, pois estamos ad-
mitindo que os trés pontos sao distintos;
ou
y, —y,=0=y, =y, =y, e portanto, A, B e C seriam colineares por
pertencerem a uma mesma reta paralela ao eixo x.

*Sex, —x, #0ey, —y, # 0, teriamos:

= Sy — KT YT
0, =x)(y; —y,) =06 —=x)-(y, - y)= R
Dal, os triangulos retangulos ABD e BCE tém lados cujas medidas sao y
proporcionais, isto €, sdo semelhantes (pelo caso LAL), como mostra a
figura.
Consequentemente, temos o = [3, e os pontos A, B e Csao colineares.
Assim, acabamos de verificar que:

SR
SeD =|x, y, 1|=0,emqueAlx, y,), B(x,, y,) e C(x, y,),

O ponto

X3 y3 1
entdo A, B e C sdo colineares.

19
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CAPITULO 1

EXEMPLO 9

y ;
Observe que os pontos A(—2, —1), B(0, 3) e C(2, 7) estdo Cy
alinhados. !
—-2-1 1
De fato, o determinante| O 3 1|é nulo. -
2 7 1 Bl
Veja: '
~6+0-2-6+14+0=0
A ,'I (e} X

- L |
Para verificar se os pontos A(—4, —6), B(3, 15) e C(—2, 0) estao alinhados, calculamos o deter-
-4 -6 1
minante| 3 15 1|
-2 0 1
Temos:
—-60+12+0+30+18+0=-60+60=0
Assim, os pontos A, B e C sdo colineares.
- |

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

3 Determine o valor de m de modo que (=2, 7), (m, —11) e (1, —2) estejam alinhados.

Solucao:

Devemos impor a condicdo de alinhamento D = 0, ou seja: D =| m

-2 7 1
—11 1|=0.
1T =21

Temos: 22 +7 —2m+ 11 -4 -7 m=0=9m=36=m =4
Assim, os pontos (=2, 7), (4, —11) e (1, —2) pertencem a uma Unica reta.

4 Obtenha o ponto comum as retas AB e CD, sendo A(—3, 4), B(2, 9), C(2, 7) e D(4, 5).

Solucao:

Seja P(x,, y,) 0 ponto de intersecdo das retas AB e CD.

Temos:
4
« A, BePsiocolineares =D =0 = 9

Ul N <
o

* C,DePsaocolincares =D =0 =

X AN X NJU

<
o
_

De 1 e 2, segue o sistema {XP Y=/
retas AB e CD é P(1, 8). X% T Y =9

=0=5%—5,+35=0=x,—y,=—-7 1

=0=2x, +2y,-18=0=x,+y,=9 2

, cuja solugao é x, = 1 ey, = 8. Assim, 0 ponto comum as
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EXERCICIOS 0 NS

44 Verifique se estes pontos estao alinhados. 52 Observe a figura abaixo e determine o ponto
7 1 comum aos segmentos AB e CD.
a) 2, 1),(7, —=]el3, =
3 3 y
b) (0, 4), (4, 0) e (2, —2) :
D
o (1,5,(=3,2)e(=7, 1) c
d) (6, 12), (—5, —%>e(o, 2) A
e) (=2, 3),(0, 0)e(6, —9) ° X

f) (=2,3),(0,0e(=3,2)
53 Na figura, M, N e P estdo alinhados. Qual ¢ a

45 Para que valor de m os pontos (3, 1), (m, 2) e ordenada de M?

(0, —2) sao colineares? y
o)
46 Ache um ponto que esteja alinhado com P(3, 5) e [ AR
Q(-1, -3). - .
47 Ospontos (—3, —17), (1, 3), (6, 28) e (0, —2) per- Y

tencem a mesma reta? Verifique analiticamente.

54 Na figura, ABCD é um retdngulo cujos lados me-
48 Dados os pontos A(0, —3), B(3, 3) e C(=2, =7), dem ove B, e A é a origem do sistema de coorde-
calcule as distancias entre eles e, com base apenas nadas cartesianas.

nesses dados, verifique se A, B e C estdo alinhados.

49 Para que valores de k os pontos (2, —3), (4, 3) e

(5, %) sao vértices de um triangulo?

50 Dados os pontos A(4, —15) e B(—4, 5), determine:

a) a relagéo entre x, e y, a fim de que P(x,, y,) a) Escreva as coordenadas dos pontos A, B, Ce D.
esteja alinhado com A e B; b) Obtenha o ponto de encontro das diagonais
b) o ponto em que a reta AB intersecta o eixo X. do retangulo.

c) Prove que um ponto P(x, y) qualquer esta ali-
) nhado com Ae Cse —fx + ay = 0.
51 Na figura, tg o = S ea abscissa de P é igual

a 6. Verifique, em cada caso, se O, P e Q estao 55 Em um jogo de computador, idealizado na tela
por um plano cartesiano, o herdi encontra-se

no ponto (—3, 2) e precisa salvar a princesa no
castelo, representado pelo ponto (2, 5), do outro
lado de um estreito rio, de trajetoria retilinea,
representado pelo eixo das ordenadas. O obje-
tivo do jogo é fazer esse caminho o mais rapido
possivel. Nessas condigcdes, em que ponto do
plano ele devera cruzar o rio a fim de minimizar
o tempo de viagem?

alinhados:

-18, =10 . : S
a) Ql ' ) Admita que a velocidade do heréi seja igual para

b) Q(900, 600) qualguer movimento.




22 CAPITULO 1

@\
i M TROQUE IDEIAS

l Resolvendo um problema com o circuncentro do tridngulo l

Com o auxilio de fotografias tiradas por um satélite, foram localizados trés focos de incéndio em
uma area descampada, originados pelo calor excessivo e pela falta de chuvas. Para melhor orientacao,
um especialista construiu um sistema de coordenadas cartesianas em que a origem O é um pequeno
povoado da regido e representou os trés focos pelos pontos de coordenadas F,(0, 15), F,(—8, —1)
e F,(8, 11). A unidade de medida de comprimento representada no plano cartesiano é de 1 km.

y (km)
15¢4F
F
Mfqp===m=m== o3
-8 |
; """ :ﬁ[ 8 X (km
2

12 parte

Para combater o incéndio, o corbo de bombeiros pretende instalar a base de operacbes em um
ponto equidistante dos trés focos.

a) Em que ponto P serd instalada a base do corpo de bombeiros?
b) Qual é a distancia real entre P e cada foco de incéndio?

22 parte

Para as proximas quest()es,vvamos lembrar um Na figura abaixo, m é a mediatriz de AB. Con-
conceito da Geometria Plana: “mediatriz de um = siderando um ponto P qualquer de m, é possivel
segmento é a reta perpendicular a esse segmento - verificar que P é equidistante das extremidades

tracada pelo seu ponto médio”. do segmento, isto é, PA = PB.
P
H L " "
A B A M B
m m

Por que PA = PB?

) Represente, em um quadriculado, o ponto P determinado no item a e os trés pontos: F,, F,

e F,. Em seguida, com um compasso, trace a circunferéncia de centro em P e raio de medida
PF,. O que podemos observar?



O ponto

Vamos agora obter o ponto P de outro modo: usando
construgdes com régua e compasso. Para isso, vamos lembrar

Dl P
como construir a mediatriz de um segmento qualquer AB:
19) Com centro em A e raio de medida AB (abertura do
compasso), trace uma circunferéncia.
29) Com centro em B e raio de medida AB, trace uma =

circunferéncia.

39) Considerando P e Q os pontos em que essas circun-
feréncias se intersectam, a mediatriz é a reta PQ.

Justificativa: Como PA = PB = QA = QB, o quadrila- Q

tero PABQ é um losango e as diagonais do losango

se intersectam perpendicularmente em seus pontos

médios.
Dai PQ L AB e M é ponto médio de AB; logo PQ é a mediatriz de AB.

d) Represente, em um quadriculado, os focos F,, F, e F,. Com régua e compasso, obtenha o ponto

P, circuncentro do triangulo F.F.F.. Verifique se as coordenadas de P, obtidas nessa construcao,
coincidem com as coordenadas obtidas analiticamente no item a.

Em um condominio, as casas estdo distribuidas ao longo de
trés grandes “avenidas” retilineas: A, A, e A,. O esquema ao
lado representa uma planta simplificada do local.

Inserindo-se convenientemente um sistema de coordenadas
cartesianas cuja origem O representa a rotatéria que da acesso avenida 1
as trés avenidas, podemos representar: O\

- duas avenidas pelos eixos cartesianos e uma pela bissetriz rotatoria

dos quadrantes impares;

o8
SETUP

avenida 2
K
’),O,

- a casa de Fabio pelo ponto F(4, 0);

* a casa de seu irmao, Gabriel, pelo ponto G;

+ a piscina do condominio pelo ponto P(—3, 1). Az

Nesse sistema de coordenadas, a unidade de medida de G avenida 3
comprimento é o centimetro e a escala utilizada é de 1 : 2000.

a) Obtenha as coordenadas de G nesse sistema cartesiano, P, 1
sabendo que a distancia real entre as casas de Fabio e i 57
Gabriel é de 100 metros. -3 0

b) Determine as distancias reais entre a casa de cada um
dos irmaos e a piscina.

Considere 2 = 1,4 e 13 = 3,6.

¢) Um grande amigo dos irmaos planeja comprar um terreno no condominio e construir uma
casa, na avenida 3, que diste igualmente da casa dos dois irmaos. Em que ponto desse plano
seria representada a casa?

F
z{ avenida 1




