3 introducio

Observe abaixo a reta r, que passa por varios pontos cujas coordenadas sdo conhecidas.

Um ponto P(x, y) qualgquer pertencera a r se estiver alinhado a dois pontos quaisquer de r, por exemplo,
AeB:
4 7 1
3 5 1
X y 1
=20+ 7x+3y—5x—-4y—-21=0=>2x—y—1=0 1

A, BePcolincares =D =0= =0=

Se tivéssemos escolhido os pontos E e F, teriamos:

0o —-11
1 1 1

E, FeP colineares =D =0= -5 -2 1 =O:>—x—17y+2x——=0:>x—?y—

> =0 2

1
2
X y 1
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As equacoes obtidas em 1 e 2 sdo equivalentes (observe que, se dividirmos os coeficientes de ' 1
por 2, obtemos (2 ) e nos mostram a relacdo que x e y devem satisfazer a fim de que um ponto P(x, y)
pertencaar.

A reta r pode ser analiticamente descrita por uma dessas equacdes ou por qualquer outra equivalente,
dependendo dos pontos escolhidos. Cada uma delas é chamada equacao geral de r.

n Equacao geral da reta

A toda reta r do plano cartesiano esta associada pelo menos uma equa-
cdo do tipo ax + by + ¢ = 0, em que a, b e ¢ sdo nimeros reais, comae b
ndo nulos simultaneamente, e x e y séo as coordenadas de um ponto P(x, y)
genérico de r. Costuma-se escrever r: ax + by + ¢ = 0.

Vamos demonstrar essa propriedade:

Sejam Q(x,, y,) e R(x,, y,) dois pontos distintos do plano cartesiano, e r = QR é a reta determinada por

QeR.
Um ponto genérico de r é P(x, y), isto é, P é um ponto que “percorre” r.

Como P, Q e R estao alinhados, devemos ter D = 0, isto é:

x y 1
X, ¥ 1[=0=xy, +yx, + Xy, =Xy, —xy, —yx, =0=
XZ y2 1

=xly, —y,) Fyx, —x) + Xy, —xy,)=0=

Como x,, y,, X, ey, sao numeros reais conhecidos, podemos fazer:y, —y, =a, x, — x, = b e

Xy, — Xy, = ¢, e obtemos em '# : ax + by + ¢ = 0, que é chamada equacao geral de r.

OBSERVACAO @)

Na demonstracdo acima podemos entender o porqué de a e b serem coeficientes ndo nulos simultaneamente:
Sea=0,y,—y,=0=y, =y, , . . < -

= Q = R, o que é absurdo, pois consideramos que Q e R sdo pontos distintos.
Seb=0,x,—x, =0=x =X
Logo, ndo podemos ter a e b simultaneamente nulos.
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EXEMPLO 1
Para obter uma equacdo geral da reta r que passa pelos y
pontos A(3, 2) e B(—=2, —1), basta impor a condicdo de ali- I .
nhamento para A, B e P(x, y), ponto genérico de r: ;
L Lo
3 2 1 1 o ; :
-2 -1 1]=0 2 -1 e P
S 2 3
x oy 1 . b 5 2 3
P — L —1
B

Calculando o determinante, temos:
—3+2x—=2y+x—-3y+4=0=3x—-5+1=0
Assim, r é dada pela equacdo: 3x — 5y + 1 = 0; eindica-ser: 3x — 5y + 1 = 0.

O ponto C(2, 1) nao pertence a r. De fato, suas coordenadas nao satisfazem a equacdo de r:
3:2-5-1+1=0= 2 =0 (falso)

J4 o ponto D(—1, —%) pertence a r:

3-(—1)—5-(—%>+1=—3+2+1=0

Casos particulares

Se um dos coeficientes da equacao geral de uma reta (ax + by + ¢ = 0) é igual a zero, a reta
apresenta uma propriedade especial. Temos trés casos:

ca=0ey, —y,=0sy, =y, isto é dois pontos distintos dessa reta possuem a mesma ordenada.
Desse modo, se a equacao ndo tem termo em X, a reta é paralela ao eixo x.

EXEMPLO 2

Observe as retas r e s representadas na figura abaixo.
y
| Q
0 ' .
Escreva uma equacao

1 r da reta que represente
5 0 €ixo X.

»lw

¢4y -3 =0y z%éuma equacdo da reta s.

2y+1=0cy= —%é uma equacao da reta r.

*b=0ex, —x =0=x =x,isto & dois pontos distintos dessa reta possuem a mesma abscissa.
Assim, se a equacao nao tem termo emy, a reta é paralela ao eixo y.
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EXEMPLO 3

Observe as retas r e s representadas na figura abaixo.

” e

_ 2x+2=0<x=—1éumaequacdodaretar. Escreva uma equacao
—ol 3 % —x+3=0&x=3éumaequaciodaretas. da reta que represente
0 eixoy.

cc=0oax+by=0
Nesse caso, para todo a € R* e b € R*, o par ordenado (0, 0) satisfaz a equacdo, ou seja,
a-0+b-0=0.
Desse modo, se a equacdo nao tem termo independente, a reta passa pela origem.

EXEMPLO 4
As retas de equagbes 3x — 2y = 0ex + 7y = 0 y 3x— 2y =0
passam pelo ponto (0, 0). 31

Reciproca da propriedade

A toda equagdo da forma ax + by + c = 0, em que a, b e ¢ sdo nlimeros reais tais que a # 0
ou b # 0, esta associada uma Unica reta r do plano cartesiano, cujos pontos possuem coordenadas

(x, y) que satisfazem essa equacao.

Demonstracao:
Sejam M(x,,. v,,), N(x,, y,) e P(x,, y,) trés pontos distintos cujas coordenadas satisfazem a equacdo

ax + by + ¢ = 0. Vamos mostrar que M, N e P pertencem a uma mesma reta (admitimos a # 0).

Temos:
—by —c
ax, + by, tc=0=x,=—"—
—by, — ¢
axN+byN+c=0:>xN=+
—by, — ¢
axP+byP+c=O:>xP=%
—by —c
Ty
. XM yM 1 _byN — C
Calculamos o determinante: Xy Yy | 3 Y
X Yp 1 —by, — ¢
a Ve |
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Pela regra de Sarrus, chegamos a conclusao de que o determinante é nulo. Isso implica, como vimos,
que os pontos M, N e P sdo colineares.
EXEMPLO 5

Vamos construir o grafico da relagdo 3x + 8y — 7 = 0.
Como vimos, trata-se da equacdo geral de uma reta.

Para construi-la é suficiente conhecer dois de seus pontos: y
13
Sex=—-3,temos3:-(-3)+8 —-7=0= P 1,
=8y = 16 = y = 2; obtemos o ponto P(—3, 2). 1
Sex=5temos3-5+8y—-7=0= = o 3 %
=8y = -8 =y = —1; obtemos o ponto Q(5, —1). -7 Qg

Construimos, assim, a reta PQ ao lado.

Vamos analisar a relagcdo 3x + 8y — 7 = 0 de outro modo: se isolarmos y em funcao de x, obtemos:

3 7
By=-3x+7=y=—>x+—
y X =y g XT3
Como vimos no estudo de fungdes, a lei y = —%x + % representa uma funcao afim (isto é, uma

funcao polinomial do 12 grau, de R em R, definida pory = ax + b (com a e b reais e a # 0), cujo gréfico
é uma reta obliqua ao eixo das abscissas.

Quando estudamos a funcao afim, vimos que o coeficiente a esté ligado a inclinacdo da reta e o co-
eficiente b é igual a ordenada do ponto em que a reta intersecta o eixo y. Mais adiante, vamos estudar
com mais detalhes essas relacoes.

Generalizando, podemos dizer que, se a equacdo geral de uma reta éax + by +c=0,coma # 0 e

b # 0, entdo ela representa a lei da funcao afim: y = —% X — %
E importante analisarmos dois casos particulares:
Sea=0eb#0,obtemosby +c=0cy= —% e, nesse caso, temos a lei de uma funcao constante.
Por exemplo, se a equacdo geral deumaretaré3y — 5= 0, entdoy = 2 representa a lei da funcdo

3
de Rem R que, a todo x € R associa a imagem % O grafico dessa funcao ¢ a reta r paralela ao eixo

das abscissas:

- EN A
> r

ffR—> R

fx) ==
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cSeb=0ea#0,obtemosax +c=0x= —% e, nesse caso, a equagao
geral ax + ¢ = 0 ndo define uma funcdo de R em R. Por exemplo, a equacdo

2x — 6 = 0 & x = 3 é representada, graficamente, por todos os pontos do
plano cuja abscissa é igual a 3:

y x=3

X
RN el Ay
1o 43,-2)

T 16.-3)

Podemos notar que x = 3 estd associado a infinitos valores de y (isto é, possui
infinitas imagens). Isso contraria a definicdo de funcdo. Observe também que
para cada x # 3 ndo ha imagem correspondente.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Sejarareta que passa pelos pontos (1, 2) e (=2, 5).
Determine:
a) uma equacdo geral der.
b) os pontos de intersecao de r com os eixos coordenados.
c) alei da funcdo afim cujo gréfico ér.

Solucao:

a) Seja P(x, y) um ponto genérico de r. Temos:
Xy 1
1 21|=0=>2x—2y+5+4—-5x—y=0=-3x—3y+9=0
-2 51

ou, dividindo por 3 seus coeficientes, temosr: —x —y + 3 =0. *
b) Sejam M e N os pontos de intersecao de r com os eixos X e y, respectivamente.

* Ponto M: devemos determinar o ponto de r cuja ordenada é nula. A partir da equacao da reta r, ob-
temos: —x — 0 + 3 = 0 = x = 3 = M(3, 0); lembre que x = 3 é raiz da funcéo.

* Ponto N: devemos determinar o ponto de r cuja abscissa é nula. Na equacdo da reta r, temos:
-0-y+3=0=y=3=N(0,3).
c) Bastaisolary em * :
—Xx—y+3=0=-x+3=y
2 Determine os pontos da reta r: 5x — 12y = 0 que distam trés unidades da origem. Represente graficamente.
Solucao:
Seja P(x,, y,) 0 ponto de r procurado. Temos:
12

Yo

S5x, = 12y, = 0= x, =
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A distancia de P a origem é 3:

12y, } 169y? 169y; 15
J(xP—O)2+(yP—O)2=3=><5)+y§=3=> =335 =93y =3
_15 - _ 12 15 _ 36 36 15

Seyp—ﬁ,entaoxp—?‘T—ﬁeP1—,1—
Sey — 15 - _ 12 15\ _ 36 p 36 15
eypf—ﬁ,entaoxpf?‘ —1— 7—56 —E,—E.
y
5T r5x— 12y =0
15 i
36 131 d=3
-3 o
A 0 36 12 X
. d=3 1 _15 13
P' 13

3 Determine o ponto | de intersecdo das retas r: 2x —y — 1 = 0 e s: 4x + 3y — 17 = 0 representadas abaixo:

y

Solucao:

No estudo das funcdes, ja aprendemos a determinar o ponto de
intersecao de duas retas: basta resolver o sistema formado pelas
leis das funcdes que representam as retas. A solucdo do sistema
corresponde as coordenadas de I:

2x —y =1 B .
{4x+3y=17 =Sx=2ey=3=12,3)

OBSERVACAO &)

Em geral, dadas as retas
rax+by+c=0e
ssax+by+c =0 a0
resolvermos o sistema formado por
essas equacoes podem ocorrer trés
casos:

O sistema possui uma Unica solu-
cdo, isto é, é possivel e determina-
do. As duas retas intersectam-se
em um Unico ponto.

O sistema possui infinitas solu-
¢bes, isto é, é possivel e indeter-
minado. As duas retas possuem
infinitos pontos comuns, isto &,
sdo coincidentes.

O sistema ndo possui solucao, isto
é, é impossivel. As duas retas sdo
paralelas distintas.
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4 As retas suportes dos lados de um tridngulo ABCsdorix —1=0;s:x+y—6=0et:x —3y — 9 =0.

Obtenha os vértices desse triangulo.

Cada vértice do triangulo é a intersecdo de duas retas suportes; é preciso, portanto, resolver trés sistemas:

Solucao:
cA=rnNs
x—1=0
= = =5
{x+y—6=0 X ey =>
Temos: A(1, 5)
*B=rnNt
x-1=0 =>x=1e - _8&
x—3y—9=0 y 3
Temos'B1—i
' ' 3
cC=sNt
x+y—6=0 27 3
= == = - =
{x—3y—9=0 T Ty
(27 _ 3
Temos.C<4, 4)
9
EXERCICIOS

1 Em cada caso, encontre uma equacao geral da reta
que passa pelos pontos:

a) (0, 2)e (2, 3)

b) (-1, 2)e (-2, 5)
c) (—1, —Z)e(— - 3)
d) (0, -3)e (3, —2)

—_

2 \Verifique por quais dos pontos A(—2, —5), B(—1, 4),

C(Z, — %) D@3, 1) ek (—1, %) passa a reta de

equacao 6x — 5y — 13 = 0.

3 Represente graficamente as retas de equacao:
a)x—y+1=0
b) -3x—-y+2=0

¢ 3x—-y=0
dx+5=0
ey+4=0

f) 200x — 500y + 300 = 0

4 Escreva em seu caderno a associagao correta de
cada reta a lei da funcdo afim correspondente.
x—1 3

> s:y=—?x—3

tty=-x+5

rry

u:y=T—3

y
\\\\ rx—1=0
ONaA

> FACA NO
i : CADERNO

a) [y ) y

b) y d) [vt.

5 Avreta s passa por A2, —1) e pelo ponto médio
de BC, sendo B(0, —1) e C(—3, 2).

a) Escreva uma equacdo geral de s.

b) Areta s passa pela origem? E pelo ponto (=7, 3)?

6 Determine uma equacao geral da reta vertical que

passa por (2, 17).

7 Uma reta paralela ao eixo x passa pelo ponto

(1, 5). Escreva uma equacéo geral dessa reta.
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10

11

12

13

f é uma funcédo afim cujo grafico é uma reta que
passa pela origem e por (1, 5).

a) Qual é a lei que define ?

b) Calcule o valor de f(—2) + (0,2).

c) Escreva uma equacao geral da reta que é o
gréfico de f.

Escreva uma equacdo geral para cada uma das
retasr, s e t da figura.

y
4 r
ol
-1 0 X
S t

Uma vela de 8 cm foi acesa as 17 horas. Sabe-se

que as 19 horas a altura da vela era 4,8 cm. Supo-

nha linear a variacdo da altura (h) da vela (em cm)

em funcdo do tempo x, em horas, sendo x = 0 o

instante em que ela foi acesa.

a) Obtenha a lei da funcao que relaciona h e x.

b) Determine em qual horario a vela foi inteira-
mente consumida.

c) Represente graficamente a funcdo obtida no
item a.

d) Obtenha uma equacao geral da reta obtida
no item c.

Os graficos de duas funcées polinomiais do 1¢
grau, f e g, estdo representados a seguir.

Qual é a lei que define a funcdo g?

Considere o triangulo de vértices A0, 0), B(1, 3) e
C(4, 0). Determine as equacoes gerais das retas
suportes dos lados desse triangulo.

Qual é o ponto da retax —y + 1 = 0 que dista
J13 do ponto (0, 2)?

14

15

16

17

18

19

20

Obtenha o ponto de intersecdo entre as retas de
equacoes:

a) 2x—y+6=0e2x+3y—6=0
b)xty—-2=0e3x—y+4=0

Q) x—2y=0ex+y—1=0

Asretasr:x + 3 =0es:y — 2 = 0intersectam-se
em um ponto P.

a) Determine as coordenadas de P.
b) Qual é a distancia de P a origem?

Qual é, em cada caso, a posicao relativa das retas
res?

aA)rx—3y+2=0,s:2x—y=0
b)rx+y—-—3=0;s:=2x—2y+6=0
c) r:—2x+y—3=0,‘s:—x+—§—+1=0
drx—1=0;s:x+2=0

As retas cujas equacgdes sdo 2x —y — k= 0e
2x +y — k=0, comk € R, intersectam-se no

ponto <% O). Qual é o valor de k?

Verifique se as retas de equacgdes 2x —y — 3 = 0,
3x+ 2y —1=0e4x —y — 5= 0intersectam-se
no mesmo ponto. Em caso afirmativo, quais sdo
as coordenadas desse ponto?

Em que condi¢des as retas de equacodes
px —y+3p=0e2x —y+ 6 =0 tém mais de
um ponto comum?

As representacoes graficas de duas funcoes do
12 grau, f e g, sdo dadas a sequir:

y




a) Obtenha a lei que define cada uma dessas
funcoes.

b) Qual é o valor de f(2) + g(1)?
c) Determine as coordenadas de P.
d) Obtenha a érea do triangulo PQR.

21 Em uma licitacdo para pavimentacao de uma estra-
da, duas empresas ofereceram condicbes similares
(embora com valores diferentes). Cada uma delas
cobrava um valor fixo e um adicional por quilémetro
de estrada pavimentada. A relacdo entre o custo da
obra e o nimero de quildmetros a serem pavimen-
tados pode ser esbocada como no gréfico a seguir:

empresal
Custo empresa II
(em reais)
Numero de
quilometros
pavimentados

As retas suporte das semirretas mostradas no
grafico tém por equagbes gerais:

5000x —y + 400000 = 0 e

6000x — y + 240000 = 0
a) Associe cada reta a empresa correspondente.

b) Qual é o valor fixo cobrado por cada uma das
empresas?

22

23

24

25

26
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c) Qual é o valor cobrado por quilémetro pavi-
mentado por cada empresa?

d) Qual é o custo total da pavimentacdo de 100 km
em cada uma das empresas?

e) Para quantos quildémetros de pavimentacao é in-
diferente contratar qualquer uma das empresas?

Asretasr:2x —y—3=0,s:x+2y —3=0e
t: 2x + y — 5 = 0 sao suportes dos lados de um
triangulo. Determine as coordenadas dos vértices
do tridangulo.

Asretasdeequagbesx —3y —2=0ex—y—2p=
= 0, com p € R, intersectam-se no ponto de
coordenadas (p + 1, p — 1). Determine o valor
de p e as coordenadas do ponto de intersecdo
dessas retas.

Os pontos A(—1, 3), B(2, 4), C(4, —1) e
D(—2, —2) sao vértices de um quadrildtero. De-
termine as coordenadas do ponto de encontro de
suas diagonais.

As equacoes das trés retas suportes de um trian-
gulo sao:
x—1=0,y—2=0ex+y—-1=0
a) Classifique esse triangulo quanto aos lados e
angulos.
b) Determine o perimetro e a area do triangulo.

Qual deve ser o vértice C de um triangulo ABC para
que sejam verificadas as condicoes abaixo? Qual o
perimetro desse triangulo?

» O vértice A pertence ao eixo X.

* O vértice B pertence ao eixo y.

+ Areta BC tem equacdox —y = 0.

* Areta AC tem equacdo x + 2y — 3 = 0.

Inclinagcdo de uma reta

Seja r uma reta do plano cartesiano, ndo paralela ao eixo x. Fixemos em r

dois pontos distintos A e B.

Vamos convencionar que o sentido positivo de r é aquele em que “se
parte do ponto de menor ordenada e se chega ao ponto de maior ordenada”.

Observe os dois casos seguintes: o sentido positivo de r esta indicado pela seta.

AN

y- yA yA

B
Y -7/r YeT

Quando a reta r for pa-
ralela ao eixo x, dados
A e B distintos, temos
quey, = Y,. Nesse
caso, o sentido positivo
de r é o sentido positi-

X vo do eixo X.
_

OBSERVAGAO @)

J
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Seja I o ponto deintersecdo de r com o eixo x. O angulo que a reta r forma
com o eixo x é o menor angulo formado pelas semirretas T: e f A semirreta
T; tem origem em I e sentido coincidente com o do eixo das abscissas. A se-
mirreta ftem origem em I e sentido coincidente com o sentido positivo de r.

Esse angulo denomina-se inclinacao da reta. Vamos indicar a medida

desse angulo por @.

Observe 0s casos possiveis:

y
r
I \U
/O x
0° < o <90°
y
r
0 X
o=0°

Coeficiente angular

Coeficiente angular ou declividade de uma reta r é o nimero real m definido por:

90° < (. < 180°

‘\(X

m = tg o

o =90°

sendo a a medida do angulo de inclinacdo de r. Temos as seguintes possibilidades:

o ¢ agudo.
m=tgo>0

@ é reto.

Como nao existe tg 90°, ndo
¢ possivel definir o coeficiente
angular der.

o é obtuso.
m=tgo <0

o= 0°
m=1tg0°=0

semirreta I

\(x
I

semirreta I

r

X
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EXEMPLO 6

Aretar: x —y = 0, correspondente a bissetriz dos quadrantes y
fmpares, tem declividade m = tg 45° = 1;jdaretas:x +y = 0, * '
correspondente a bissetriz dos quadrantes pares, tem coeficiente 135°
angularm = tg 135° = —1. <] 45°
0] X

m =1g45° =1
m_=1g 135° = —1

Calculo do coeficiente angular de uma reta a partir de dois
de seus pontos

Seja r a reta determinada pelos pontos A(x,, y,) e B(x,, y,). Vamos considerar
dois casos:

« 0 < o<90°

No triangulo ACB, temos:

_ BC _ Ye — Ya
190 ="AC X, = X,
Assim, o coeficiente angular de r é: ”
mztg(x:—yB_yA
Xg = Xa
* 90° < o < 180°
No triangulo ACB, temos:
o _ _AC _ Yo" Y
tg (180° — o) = BC ~ %, —x,
Da trigonometria, sabemos que tg (180° — o) = —tg o. Dal, temos:
_ _Ya" ¥ _Ye " Y
tg o XB_XA:>tgo< X, — X, X
Assim, o coeficiente angular de r é:
m=tgo¢=—y8_yA
Xg = Xa

Em qualquer um dos casos, podemos calcular o coeficiente angular da reta

. _ tg (180° — o) = —tg 0.
que passa por A(x,, y,) e B(x, y,) por meio da relacao:

Ye — Y
m = B_A
g

Yo = Ve  —Va V) VAT Y

Como ——— = “x —x)  x = , podemos simplesmente escrever:
XB XA XA XB XA XB
Ay
m=—
AX

em que Ay é a diferenca entre as ordenadas de A e B, e Ax, a diferenca entre
as abscissas de A e B, ambas calculadas no mesmo “sentido”, como mostra o
exemplo seguinte.
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EXEMPLO 7

Vamos calcular o coeficiente angular da reta que passa por A(=5, 4) e B(3, 2).

Temos: A
_y_4-2 2 _ 1 : " "
m=— ~T5-3" 23 7 (Calculamos a diferenca de “A para B".)
Observe que poderiamos também fazer:
A 2-4 -2 1 : . ,
m = ™~ 3-(5 8 12 (Calculamos a diferenca de “B para A”.)

Equacao reduzida de uma reta

Sejam r a reta cuja medida do dngulo de inclinagdo é o e P(x, y) um ponto
genérico de r. A reta r intersecta o eixo das ordenadas em um ponto Q cuja
abscissa é nula, isto é, Q(0, n).

Como vimos, o coeficiente angular da reta r que passa por Q(0, n) e P(x, y) g

A -n - n
édadoporm=A—y=y istoé,m=y
X

= =mxX -+ n .
y Qual seria a outra forma

de calcular o coeficiente
angular da reta r?

x—0' X
Essa Ultima expressao é chamada forma reduzida da equacao da retarr,
ou simplesmente equacao reduzida da reta r, na qual {m, n} C R e:
- m é o coeficiente angular der;

- néaordenada do ponto em que r corta o eixo das ordenadas e é chamado
coeficiente linear der;

« X e y sdo as coordenadas de um ponto qualquer da reta r.

OBSERVAGCOES &)

* Searetar éhorizontal, ela forma angulo nulo com o n
eixo das abscissas; assim, m = tg 0° = 0 e a equagdo
reduzida da reta torna-se simplesmentey = n.

 Searetar évertical, ela forma angulo reto com o eixo
das abscissas; como néo existe tg 90°, ndo se define
o coeficiente angular de r e, assim, é impossivel
escrever a forma reduzida da equacdo de qualquer
reta vertical.




A reta

EXEMPLO 8

Na figura, a medida do angulo de inclinacdo de r é 60°, e r y
intersecta o eixo das ordenadas em (0, 2). '
Podemos concluir que: 2

m=tg60°=+y3en=2

60°
Assim, r:y = ¥3x + 2 é a forma reduzida da equacdo daretar. /0 X

EXEMPLO 9

A reta s passa pelos pontos A(1, 2) e B(—2, 5).
Vamos deteminar a equacédo reduzida de s.
O coeficiente angular de s pode ser obtido fazendo-se:

A equacéo reduzida de s é escrita provisoriamente como:

ssy=-1-x+n

Como nao sabemos qual é o ponto em que s intersecta o eixo y, po-
demos substituir x e y pelas coordenadas de um ponto que pertencaar
(por exemplo, o ponto A), a fim de determinar o valor de n:

Por que oo = 135

2==1-"14+4n=2=-14+n=>n=3

Assim, a equacdo reduzida des és:y = —x + 3.

OBSERVACAO @)

Se uma reta ndo é vertical, é possivel transformar sua equacgdo geral em reduzida e vice-versa:

a C
ax+by+c=0:by=—ax—c:y=—Fx—?
_ , a - . , C
Nesse caso, o coeficiente angular dessa reta é m = —p eseu coeficiente linear é n = 3

Inversamente, se uma reta é dada em sua forma reduzida, basta agrupar todos os seus termos em um Unico membro:

y=mx+n=mx—y+n=0¢éaequacdo geral dessa reta.

EXEMPLO 10

Se areta r é dada por 3x + 6y + 7 = 0, isolando y, obtemos:

by = —-3x—T7ey= —% - % que é sua forma reduzida.
Inversamente, dada a equacao de uma reta s em sua forma reduziday = 3x — 5, colocando todos

os termos em um Unico membro, obtemos 3x —y — 5 = 0, que é sua forma geral.
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5 Na figura, ABCD é um quadrado cujo lado mede 2. Escreva as equacées reduzidas das retas AB e BC.

y Solucao:
& Se o lado do quadrado mede 2, sua diagonal AC (ou BD) mede 242,
e as coordenadas de seus vértices sao: A(—«E, O), c(ﬁ, O), B(O, «E)
N2 45° c e D(0, —42).
0 X Areta AB possui declividade dada por m = tg 45° = 1, e seu coeficiente
linear é 42 ; entdo a equacao reduzida de AB éy = x + 2.
A reta BC tem declividade m = tg 135° = —1, e seu coeficiente linear
e também é 42; entdo a equacao reduzida de BC é:y = —x + 2.

EXEMPLO 11

Como sabemos, existem infinitas retas que passam por um y
determinado ponto. Na figura ao lado, r, s, t e v sdo alguns
exemplos de retas que passam por P(3, 1).

Cada uma delas define uma direcdo, dada pelo seu angulo
de inclinacao.

« Tomemos um ponto qualquer (x, y) de r. Como r passa também

por (3, 1),temosmr=—%=>y— T=m, - (x—3)essaé

a equagcao da reta que passa por (3, 1) e tem declividade m .

- Tomemos agora um ponto genérico de s, de coordenadas (x, y).

Como s passa também por (3, 1), temos m_= —% = v

=y—1=m_ (x— 3); essa é a equacao da reta que passa
por (3, 1) e tem declividade m..

Enfim, se m varia em R, a equacdoy — 1 = m - (x — 3) representa, para cada valor de m, a
equacdo da reta que passa por (3, 1) e tem declividade igual a m, isto é, a medida do angulo de
inclinagdo o é tal que tg oo = m.

As infinitas retas que podem ser obtidas (a medida que m varia em R) formam o feixe de retas
concorrentes em P, além da reta vertical x — 3 = 0, para a qual ndo se define o coeficiente angular.

Para que valor de
m obtemos a reta
horizontal do feixe que
passa por (3, 1)?

Assim, a equacao do feixe de retas que passam por (3, 1) é:

y—1=m-(x—3) oux—3=0




EXEMPLO 12

A reta

Para obter uma equacdo geral da reta que possui coeficiente angular igual a —2 e passa por
(1, 3), podemos escrever a equacao do feixe de retas por (1, 3):
y—=3=m-x—1),meR

Como m = —2, segue a equagao:

y—-3=-2-x—-1)=>2x+y—-5=0

N
EXERCICIOS

27 Determine, em cada caso, a medida do angulo de
inclinacdo derr.

a) y r
{1 S .
0 / 5 x

28 As retas r e s intersectam-se em um ponto de

abscissa 2.
y
5 S
A\ 2
0 t\2
2 \ X
r

a) Determine o coeficiente angular de s.

b) Escreva a equacgao de s em suas formas reduzida
e geral.

2> FACANO
¥/ CADERNO

29 Escreva a equacao reduzida de cada reta represen-

tada abaixo.
a) y c) y
t f
L7
30° !
60° AT
0 X 0 1 X
-3
b) vy d) y
S
5 F3
609 5 N3
0 X _'2 0 X

30 Encontre a equacao reduzida da reta que passa
pelos pontos:

a) (1, 2)e(2,5)

b) (-1, 2)e (=2, 1)
c) (0, 3)e(=1, 4

d) (-3, =2)e (2, —3)

31 Em cada caso, determine, se existir, o coeficiente
angular de r:

a)rx—2y+6=0

Ly = X
b) ry 3 +5
c) r passa por A(—3, 0) e B(=5, 4).
d) r passa por C(1, 5) e D(1, —4).
e) r passa por E(—2, 5) e F(3, 5).

f) rpassa pela origem e pelo ponto médio de GH,
sendo G(—1, 1) e H(3, 5).
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32

33

34

35

36

O gréfico abaixo mostra a relagdo entre a massa
(m) e o volume (V) de certo 6leo.

m(g)
184 mmmmmm e r

451

20 V (cm?)

a) Qual é o coeficiente angular de r?
b) Qual é a lei da funcdo que relaciona m e V?
c) Qual é a densidade do 6leo?

O ponto P dista 2 do eixo das ordenadas e 5 do
eixo das abscissas. Qual é a equacdo reduzida
da reta que passa por P e pela origem dos eixos
coordenados?

Na figura, o tridngulo ABC é isosceles de base AC.
Sabendo que AB = 5 e AC = 6, obtenha:

y

o)

Al M C X

a) a equacao geral da reta AB;
b) a equacdo reduzida da reta BC
¢) a equacio geral da reta BM.

Na figura, o triangulo ABC é equildtero e seu lado
mede 3. Determine as equacdes reduzidas das retas
suportes AB, BC e AC.

y
A C

Na figura, ABCD é um retangulo. O lado CD mede
6 e a diagonal BD mede 443.

y

37

38

39

40

41

Determine:

a) o coeficiente angular da reta que passa por
AeC;

b) a equacao reduzida da reta que passa por B
eD.

Na figura, o octégono regular ABCDEFGH esta
inscrito em um circulo cujo raio mede 2.

y

Determine:

a) as coordenadas dos vértices do octégono;
b) a equacao geral da reta BF;

c) o coeficiente angular da reta DH:

d) o coeficiente angular da reta AH.

Uma reta passa pelo ponto (=2, 1) e tem coeficien-

te angular igual a % Escreva sua equacao geral.

Em cada caso, determine a equacdo reduzida da
reta que passa por P e cujo angulo de inclinacao
em relagdo ao eixo das abscissas mede o.

a) PG, —1)eo = 45°
b) P(—3, —2)e 0. = 135°
c) PO, 3) e o = 60°

1

1 _ o
d)P<5, 3)eoc—o

Escreva a equacao do feixe de retas concorrentes
no ponto (3, 2).

Escreva a equacdo do feixe de retas que passam
por P(=1, 3) e, a seguir, obtenha uma equacao
geral da reta desse feixe que:

a) passa também por (2, —1);
b) possui declividade igual a —2;
C) passa pela origem;

d) forma angulo de 60° com o sentido positivo do
eixo das abscissas.




A reta

Funcao afim e a equac¢ao reduzida da reta

J& vimos que a equacdo de uma reta obliqua ao eixo das abscissas
(isto é, nao paralela a qualquer um dos eixos coordenados), expressa na
forma geral ou reduzida, pode ser associada a lei de uma funcdo afim
f: R — R, definida por f(x) = ax + b, comaeb reaisea # 0.

Se a reta esta escrita em sua forma reduzida, é possivel fazer uma associagao
imediata de seus coeficientes aos coeficientes da lei de uma funcdo afim.

Vamos comparar a funcao afim a equacéo da reta:

equacao reduzida da reta funcao afim
y=mx+n f(x) =ax + b
declividade f(0)
ordenada do condicdo de
ponto de intersecdo crescimento

com o eixo 'y

representacao gréafica da gréfico da funcéo f
equacdo daretar
y r y . OBSERVAGAO @
m = tgo a>0 E importante lembrar
m>0 f é crescente mais uma vez que, se
\& o uma reta é vertical (para-
o x © x lela ao eixo das ordena-
n / b das), ela nao pode ser a
representacdo grafica de
y y uma fungdo e, se a reta

r m<0 a<o0 ¢ horizontal (paralela
\ \ f & decrescente ao eixo das abscissas),
n\<\cx b\<% ela pode ser associada

a uma funcao cons-

tante.
&

EXEMPLO 13
A reta de equacdo reduzida r: y = 3x + 2 e a funcdo afim f: R — R definida por f(x) = 3x + 2
possuem a mesma representacgao grafica:

Yt r
2 X y
0 2
2 (coeficiente linear)
5 A
X _2
3 0
(raiz)
f

A medida que x varia em R, obtém-se, em correspondéncia, os demais valores de y (ou os de-
mais valores de f(x)). Nesse caso, a declividade m da reta é positiva (0 < oo < 90°) e a funcdo afim
é crescente (a > 0).
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42 Seja f: R — R uma funcéo afim tal que f(—2) = 3 e f(1) = —3.
a) Represente graficamente essa funcéo.
b) Determine o coeficiente angular e o coeficiente linear da reta obtida.

c) Determine a raiz de f.

43 Um vendedor possui salario fixo de R$ 900,00 mais comissao de 4% sobre o total de vendas (em reais)
do més. Represente graficamente o saldrio y do vendedor em funcdo do total de vendas x realizadas
no més. Qual é a equacédo geral da reta obtida?

44 A equacao reduzida de uma reta éy = —3x + 7. Essa reta € a representacao grafica de uma funcgao afim f.
Qual é o valor de f(2) e de f(—1)?

45 A figura representa o grafico de uma funcao afim f.
y

TN

Sabendo que tg o = 3, determine a lei que define f.

46 Uma locadora de automoveis oferece a seus
clientes dois planos: o plano alfa ndo cobra
didria e o valor do quilémetro rodado é
R$ 3,20; o plano beta cobra diaria de d reais
e um adicional de R$ 1,40 por quilémetro
rodado.

THINKSTOCK/GETTY IMAGES

No gréafico seguinte, é possivel comparar o
preco dos dois planos:

Preco
(reais)
2724 BN
' plano
. beta
\plano
alfa_,
0 Quilémetros
rodados
Determine:

a) ovalorde d;
b) a abscissa do ponto de intersecdo das retas;
c) as equagdes gerais das duas retas suporte das semirretas representadas;

d) a declividade de cada uma das retas.




A reta

Paralelismo

Duas retas paralelas distintas formam com o

. . A . r:y=mx-+n
eixo das abscissas angulos congruentes; assim, se 4 k ' ‘+
~ - . .. r;y=mx-+n
ambas nado sdo verticais, seus coeficientes angulares : S
sao iguais. X #
Observe a figura ao lado, que mostra duas retas 5 %
paralelas ndo verticais.
Temos: n,
— — n
r//rnetgo=m =m, ,
y
rZ rl
No caso de r, er, serem verticais, evidentemente
r,// r,, embora nao existam m, e m,. - ol
. . X
Veja a figura ao lado. ‘ 0

EXEMPLO 14

Para determinar a posicdo relativa entre as retas r e s, de equacgdes r:'y = 3x — 2 e
s: 6x — 2y + 5 = 0, precisamos comparar suas declividades. Vamos usar a forma reduzida de cada
uma delas.
ry=3x—-2=m=3

s:6x—2y+5=O=>2y=6x+5:>y=3x+%:>m523

Portanto, m = m_= 3 = r e s sdo paralelas.

Comon = -2 # % = n,, as retas r e s sao paralelas distintas.

EXEMPLO 15

Observe as equacdes gerais das retasr e s:
r3x—y+7=0
s:ex—2y+14=0

Podemos afirmar que r e s sdo (paralelas) coincidentes.

m = b 3, m, b — 3.Llogo, m = m..
¢ _ /g _Z14_ : -
n = e 7;n, b - 7. Assim, n_ = n_.
Veja que os coeficientes correspondentes das equacdes gerais de r e s sd0 proporcionais:
3_1_7
6 -2 14

Os exemplos 14 e 15 mostram que, quando queremos saber se duas retas
de um plano sdo ou nédo paralelas, comparando-se seus coeficientes angulares,
é possivel usar tanto a equacao reduzida como a geral.
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6 Sejaaretar:y = 2x— 1.0Obtenha a equacdo de uma reta s paralela a reta r que passa pelo ponto P(1, 4).

Solucéo:

Inicialmente, observe que P & r,

pois: 4 = 2 - 1 — 1 (Falsa)

Para ques//r, € preciso que m_= m_. Comom, = 2,
devemos ter m_= 2 e, provisoriamente, temos

Sty =2x+n.
ComoPEs, temos4d=2-1+n=n=2e¢, final- 0/1 ’1 X
mente, s:y = 2x + 2 é a equacdo da reta paralela 14 2

a r tracada por P.

A equacao de uma reta

qualquer paralelaar é
2x —y + k=0, com
ke R?

7 Para que valores reais de k asretasr: 3x — 2y + 5 = 0 e s: kx —y + 1 = 0 sdo concorrentes?

Solucao:

A condicdo m = m_garante o paralelismo entre as retas r e s. Se m_# m,, as retas r e s sdo concorrentes.

3 5

r3x—2y+5=0=3x+5=2y=2y==x+—=—=m =

2 2 '
skk—y+1=0=y=kx+1T=m =k

. . 3
Assim, para que r e s sejam concorrentes, devemos ter k # 7

2

8 OspontosM, N, P e Q sdo os vértices de um paralelogramo situado no primeiro quadrante. Sendo M(3, 5),
N(1, 2) e P(5, 1), determine as equacOes das retas suportes dos lados desse paralelogramo.

Solucao:
Observe inicialmente que:

* o coeficiente angular da reta que passa porMeN ém, = B _S2A 9

y

X 3-=1 2
R o Ay _1-2_ 1
o coeficiente angular da reta que passa por Ne P ém, A 5 7
Como m, # m,, entdo MN e NP sdo concorrentes (veja a figura).
+ NP: mz:_L SRy — 2= x— 1) NPy = — ~x+ =
: 4 Y 4 Y 2"
N(1, 2) € NP
+ MQ: Como NP // MQ, o coeficiente angular de MQ é — %
Como M(3, 5) € MQ, obtemos MQ:y — 5 = —%-(x—3)=>M‘—:y= —%x+%
(3 . ;
* NM: 1_2 :NMy_ZZT'(X_1)=>y:_X+_
N(1, 2) € NM
Ha mais de uma maneira
+ PQ: Como NM // PQ, o coeficiente angular de PQ ¢ 3 de encontrar as coorde-
2 5 . nadas de Q. Proponha
Como P(5, 1) € PQ, temos PQ:y — 1 =%' (x — 5):%:y=7x—7 uma!




A reta

Base média de um tridngulo
Vamos mostrar, por meio da Geometria Analitica, uma importante propriedade da Geometria Plana.

Teorema da base média de um tridangulo

O segmento que une os pontos médios de dois lados de um triangulo é paralelo ao terceiro lado, e sua
medida é igual a metade da medida do terceiro lado.

Seja o triangulo ABC representado abaixo, com A(x,, y,), B(x;, y,) € C(x., y.).

y

\

o \\ x

Clxa Yo

B(x, Yy

Sejam M e N, respectivamente, os pontos médios de AB e AC.

Vamos mostrar que MN // BC e MN = BZ—C

12 parte: MN // BC
O coeficiente angular da reta suporte do lado BC pode ser calculado por:

Ay Y~ ¥%
A X T X

, . 5 X X Ya T Y ;
Como M é ponto médio de AB, temos que: x,, = > Y= T Analogamente, como N é
— X, + X +
ponto médio de AC, temos: x, = % ey, = %

O coeficiente angular da reta que passa por M e N é:

(- ()
R Vi T T et R e
Ax Xy T Xy Xa T X\ (Xt X X — Xc N A
2 2 2
Como ‘1 =2, concluimos que as retas suporte dos segmentos BC e MN sao paralelas.
22 parte: MN = BC

BC = dy = j(xB —x )+ y, — v
o - [ o P -
+y, —y)? A =X+, v dy

- J(XB ; XC)Z + (yB ; yc)z = J %ok Z - 2 ~ 2

Assim, MN = %

45
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EXERCICIOS

Determine a posicao relativa entre as retas de
equacbes:

a)y=4x—-1e8—-2y+1=0

b)5x —y+6=0eb6x+y—5=0
c)y=—%+2e6x+4y—8=0

d)y=—%—%e6x+8y+4=0

Qual é a equacado reduzida da reta que passa pela
origem e é paralelaary = —3x — 2?

Para que valores reais de k as retas de equacoes
3x+2y—1=0ekx— 3y + 2 =0sao:

a) paralelas distintas?

b) concorrentes?

c) coincidentes?

Escreva uma equacao geral da reta s que é paralela
ar e passa por P, sendo:

a)ry=3x—4eP0,1)

b) ri2x+5y—4=0eP(-1, 2)
ory=-x+2eP(-2, -2
dyrry—3=0eP(2, 5)

Forneca o valor real de k para que sejam paralelas
as retas de equacoes:

a)y=2x—1lebx+ky+4=0
b)y=2x+kekx—y+1=0

Determine uma equacao geral da reta que passa
por (2, 5) e é paralela a bissetriz dos quadrantes
pares.

Mostre que o quadrilatero de vértices A(— 4 E)

55
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As retas suportes de trés lados de um paralelo-

gramoséor:3x+2y—12=0,s;y:%_1e

t:x =2y + 6 =0. Sendo o ponto (2, 0) um dos
vértices do paralelogramo, determine os outros
trés.

Considere o triangulo ABC, com A(1, 1), B(5, 3) e
C(3, 8); sejam M e N, respectivamente, os pontos
médios de AC e BC.

a) Escreva a equacdo da reta suporte que contém
MN.

b) Determine a medida do segmento MN.

y
Na figura, a equacdo da o C 6/

reta que passa por Ae B é X
5x —3y — 15 = 0. Sabendo
que C é ponto médio de OA D

e D é ponto médio de @,
determine o perimetro do
triangulo COD. B

AB e CD sdo lados opostos do retangulo ABCD.
Sendo A(1, 1) e B(4,i), determine a equacao geral

da reta suporte de CD.

Represente graficamente o conjunto de pontos
(x, y), com x ey reais que verificam a igualdade:
x =yl =2.

Na figura, o hexdgono y
OPQRST é regular, e p
seu lado mede 4. Obte-
nha a equacéo da reta

5' 5 suporte dos lados: 0 X
17 2 1), . F bE 79
B( > 2), C(1,2)eD<5, 5)eumtrapezm. a) OP b)RS ¢)PQ T S
L
Perpendicularidade

Na figura ao lado, as retas r, de inclinacdo o (m =tg o) es,

de inclinacao o, (m_ = tg o), sdo perpendiculares.

Vamos procurar uma relagdo entre seus coeficientes angulares.
Sejam as equagbesr:y =mx+ n es:y=mx+ n,eoangulo

o, externo ao triangulo sombreado.

o, = o + 90°
tg o, = tg (o, + 90°)

sen((xr + 900) cos o,

g0, = cos(a, + 90°) B —sen o, T




A reta

Assim:

R _
tgo. = — Jistoem. =—m -m = —1
S tg(x s m r s

r r

Observe que essa relacdo so6 pode ser aplicada se r e s forem obliquas ao
eixo X, pois ndo é definida a declividade no caso de uma delas ser vertical. Nesse
caso, uma perpendicular a ela é horizontal e vice-versa.

Assim, verificamos que:

Se r e s sao perpendiculares entre si, entaom - m_= —1.

Um procedimento analogo mostra a reciproca dessa propriedade, isto é,
se ressaoduasretastaisquem - m_= —1, entdo r e s sdo perpendiculares
entre si.

EXEMPLO 16

Asretasr 2x — 4y + 5 =0e sy = —2x + 3 sdo perpendiculares
entre si, pois:
m=_2_=2_1
r b _4 2 mr.msz%.(_z):_'l
m = —2
- |

EXEMPLO 17

Asretasry = 3xes: y = %x + 5 ndo sdo perpendiculares entre si,

poism =3, m =—em  -m =1+ —1.
r s 3 r s
Nesse caso, r e s concorrem, mas nao perpendicularmente.

EXEMPLO 18

Asretasr:x — 3 = 0es:y + 2 = 0sao perpendiculares entre si, pois
r é vertical e s é horizontal. No entanto, a relacdo m - m_= —1 n3o pode
ser aplicada, pois nao se define m .

y r

Por que a bissetriz dos
quadrantes pares e a

0 3 X bissetriz dos quadrantes
impares sdo retas per-
pendiculares entre si?

s B.-2
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9 Determine uma equacéo geral da reta s, perpendicular a r:y = 3x + 1, tracada pelo ponto P(4, 0).

Solucao:
Comor Ls, devemos term - m_= —1. y r

1 1 1 N
Comom = 3,entdom_= — — = — —. Assim, temos: s: y = ——x + n

' ° m, 3 3
A 1 _ 4 [
Como s passa por P(4, 0), temos: 0 = — N 44+n=n= EX P
0] 4 N X
3 - 2 1 4

Assim, a equagdodeséiy = ——x+— =>x+3y—4=0

3 3

10 Determine a equacdo da mediatriz do segmento cujas extremidades sdo A(0, 0) e B(2, 3).

Solucao: v
Lembremos que a mediatriz de um segmento é a reta perpendicular 3 B
ao segmento, tracada pelo seu ponto médio. !
- 0+3 3 ES i
OpontomédioneABéMO+2, + = M1, =) 6 31 >a/m
2 2 2 ) g 0
O coeficiente angular da reta que passa por A e B é: -
=ﬂ=ﬂ=iobserve ue t 0=i A ! 2 *
AX 2-0 2 R
o "y 2 o 3 2\ _ 3
A mediatriz é, portanto, uma reta com declividade — 3 p0|57- —3)= —1), que passa pelo ponto M 1,7 l
Sua equacéo reduzida éy = — %x + n. Substituindo as coordenadas de M, temos:
3_ 2. _3,2_13
> = 3 1+n=n > I 3 6
i .2 .13
Logo, a equacdo pedida éy = — =X + -

11 Determine o ponto de intersecdo entrearetar. y = %xe a reta perpendicular a r conduzida pelo ponto P(—7, 15).
Solucéo:

O ponto de intersecdo solicitado é a projecao ortogonal do ponto sobre a reta, como mostra a figura seguinte.

P' = proj, P: intersecao de r com PP y = %X
Usando os dados do problema, ten.wis: P " /
¢ O coeficiente angular m da reta PP' é tal quem - m = -1 =
=>m-i= —1=m= —L.
2 3 Ipr

* Aequacdode PP éy — 15 = —%~(x+7):>2x+3y—31 = (.
+ Determinemos P', o ponto comum entre r e PP": _=7 0 X

y:%x o 2+ X3 =0x=2cy=2

2 13 13

2x+3y—31=0

Assim, as coordenadas de P' sdo (% %)
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EXERCICIOS

Indique quais das retas abaixo sao perpendiculares
entre si.

rry=2x+3
ssx—4y+4=0

tx+2y—-6=0
wy=-—-2x—1

Obtenha a equacao reduzida da reta que passa
por P(2, —3) e é perpendicular a:

a)y=3x-1 b)2x —5y—11=0
Determinem € R paraqueasretasr: 3x + 5y —7 =0
es:mx — 6y + 1 = 0 sejam perpendiculares entre si.

Determine, em cada caso, a posicao relativa entre
asretasres:

a)rx—3y=0 sy =3x+2
b)r2x—y+1=0 s:y=—%x—3
crx+3=0 ssx—1=0
drx+3=0 ssy+3=0

e rn2x—3y+4=0 s:y=%

Dado o segmento E, com A4, 5) e B(—2, 1),
a) determine a equacgao da mediatriz de E;

b) escolha um ponto qualquer dessa mediatriz e
mostre que esse ponto equidista de A e B.

Dado o triangulo ABC, com A(—3, 2), B(1, 0) e
C(0, 3), obtenha as coordenadas de seu:

a) baricentro (ponto de encontro das medianas).
b) circuncentro (ponto de encontro das mediatrizes).

Dados P(2, —4)er: 2x — 3y + 6 = O:

a) obtenha as coordenadas do ponto Q, intersecao
de r com a perpendicular a r por P;

b) determine o simétrico de P em relacdo aretar.

ABCD é um quadrado e A(1, 2) e B(3, 5) sdo vérti-
ces consecutivos. Diermﬂe as equacbes das retas
suporte dos lados AD e BC.

Asretasres, deequacbesr: 2x —y +3 =0e
s:y = mx + n, intersectam-se, perpendicular-
mente, no ponto (—2, —1). Quais sao os valores
demen?

Determine os valores reais de k para os quais as

1)x—4néo

retasr:y=—§x+1es:y=(k;

sdo perpendiculares entre si.

70

71

72

73
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Sejam os pontos A(2, 2), B(4, —1), C(—=2, =5) e

D(—4, —-2).

a) Mostre que o tridngulo ABC é retdngulo em B.
Quanto mede sua hipotenusa?

b) Mostre que o quadrilatero ABCD é um retan-
gulo. Quanto mede sua diagonal?

Seja ABC o tridngulo de vértices A(0, —3), B(—4, 0)
e C(2, 1). Determine a equagao da altura relativa
ao lado BC.

Obtenha a equacdo de uma reta perpendicular a
r: 4x + 3y = 0 e que defina com os eixos coorde-
nados um triangulo de area 6.

Um casal de namorados, Julia e Jonas, costuma se
encontrar depois do trabalho em uma sorveteria
localizada na esquina de uma praga retangular.

ROBERT GLENN/GETTY IMAGES

Representando a praca em um sistema de coorde-
nadas retangulares, observamos que Julia trabalha
em uma loja, representada pela origem do sistema,
e Jonas trabalha em um cyber, representado pelo
vértice do retangulo oposto a origem; a sorveteria
encontra-se no ponto P(5, 3). Ambos caminham,
em linha reta, de seus locais de trabalho a sorvete-
ria pontualmente as 18 h. Sabendo que a unidade
de medida de comprimento utilizada é o metro e
aescala éde 1: 20, identifique como verdadeiras
(V) ou falsas (F) as afirmacdes seguintes. Considere

N34 =58

y
b 5
0 5 X

49
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b) O cyber onde Jonas trabalha esta representado por um ponto de abscissa %

5 km/h, leva menos de 4 minutos.

74 Obtenha os vértices de um losango ABCD tal que:
* A pertence ao eixo y;
* B pertence ao eixo X;
+ a diagonal AC est4 contida na retar: 7x +y — 3 = 0;

* as diagonais se intersectam em um ponto de ordenada —%.

&

a) A distancia entre a loja onde Julia trabalha e o ponto de encontro é maior que 100 metros.

¢) SeJulia caminha a velocidade constante de 2 km/h, entao ela chega a sorveteria antes das 18 h 03 min.
d) Para dar uma volta completa ao redor da praca, um atleta, correndo a velocidade constante de

u Outros modos de escrever a
equacao de uma reta

Forma segmentadria

Seja r uma reta que intersecta os eixos coordenados nos pontos
P(p, 0) e Q(0, q), com P e Q distintos.

Seja G(x, y) um ponto genérico de r. A equacdo de r pode ser obtida
a partir da condicao de alinhamento de P, Q e G:
x y 1
=0=pg-—ogx—py=0=0x+ py=pq*

Q(0, g)

G(x, y)

P(p, 0)

p 0 1
0 g 1

Como p e g nado sao nulos (sendo P e Q coincidiriam), podemos dividir os
dois membros de ‘* porp - q:

9L PV P9 X Y
Pg P9 P9 P q
A equacao obtida é chamada equacao segmentaria da reta r. Notemos que:
< o numero real que divide x é igual a abscissa do ponto em que r intersecta
0 eixo X;

< 0 numero real que divide y é igual a ordenada do ponto em que r inter-
secta o eixo y;

+ 0 segundo membro da equacdo é igual a 1.

0

EXEMPLO 19

Observe que r intersecta o eixo x em P(4, 0) e 0 eixo y em y
(0, 3). A equacao segmentdria de r é, portanto: \
X4 ¥
773 =]
A partir da forma segmentéria, podemos obter as equacdes

geral e reduzida:

3x + 4y — 12 = 0 (geral)

y = —%x +3 (reduz

L l: =
4+3 1= 3x + 4y 12:{

ida)




A reta

Forma paramétrica

As equacoes geral, reduzida e segmentéria relacionam diretamente entre si as coordenadas (x, y)
de um ponto genérico da reta. Ha outra alternativa para estabelecer a equagdo de uma reta r, que é
expressando cada uma das coordenadas (x e y) dos pontos de r em funcdo de uma terceira varidvel,
denominada parametro.

EXEMPLO 20

Os pontos de uma reta r satisfazem as equacbes x = 1 + tey = 3 — 2t, com t € R. Vamos
representar graficamente a reta r e obter sua equacdo geral.
Facamos o parametro t variar em R, a fim de obter alguns pontos de r:

t X y Ponto ’

—1 0 5 0, 5)

0 1 3 (1,3) T

1 2 1 2, 1) "]

2 3 1| @ - =i X

A equacéo geral de r pode ser obtida tomando-se dois pontos quaisquer acima e estabelecendo
a condicdo de alinhamento. Outra alternativa é resolver o sistema obtido quando usamos as coor-
denadas de dois pontos de r na leiy = ax + b.

Também é possivel isolar t em uma das equagdes e substitui-lo na outra:

x=1T+t=t=x—-1
Substituindo emy = 3 — 2t, temos:
y=3-2-x—1)=2y=3-2x+2=2x+y—-5=0
Asequagbesx =1+ tey =3 — 2t,em quet € R, sdo exemplos de equagoes paramétricas da retar.

-

® | EXERCICIO RESOLVIDO

12 Sejar a reta cuja equacao geral é 6x + y — 3 = 0. Escreva a equacao reduzida, a segmentaria e um par de
equagbes paramétricas de r.

Solucao:
* Equacdo reduzida: bastaisolaryeméx +y —3=0=y = —6x + 3.

* Equacdo segmentdria: 6x +y — 3 = 0 = 6x + y = 3; dividimos os dois membros dessa Ultima equacdo por 3:
bx+y _ 3 y X y
— == 4 =L = —2
= e Xt =1> T 1
1 2
Note que r intersecta o eixo x em (7 O) eoeixoyem (0, 3).

* Equagado paramétrica:

Fazendo, por exemplo, t = 3x, temos: x = % e, assim, podemos deter- Como podemos obter

minar y em funcdo de t: outros pares de equa-
t ¢Oes paramétricas da

6x+y—3=O:>6-?~I—y—3=O:>2t+y—3=0:>y=3—2t reta 1?

_ t
Um par de equacoes paramétricas de r é {X T3 ; teER.
’ . ‘ y= 3 — 2t

v—+
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75 Seja r a reta representada no gréfico. Determine:

%

y

/— 2 0 X

a) a equacdo segmentaria der;

b) uma equacéo geral der.

76 Escreva a forma geral, a reduzida e a segmen-
tariadaretadadaporx=2t—1ey =2 — 3t
teR.

77 Qual é a forma segmentéria da equacao da reta r
dada pory = 2x — 8?

78 Aretas: % + y = 1 determina com os eixos co-
ordenados um triangulo retdngulo. Determine:
a) o perimetro do tridngulo;

b) a 4rea do triangulo.

> FACA NO
f: CADERNO

79 Forneca um par de equagdes paramétricas da reta
rr2x—3y +6=0.

80 Determine as coordenadas do ponto médio da
hipotenusa do triangulo XQY, sendo O a origem
eXeYospontosemquearetax —2y —4 =0
intersecta os eixos coordenados.

81 Em cada caso, obtenha a posicdo relativa entre as

retasres:
x=t+2
: te R 2X—y—4=0
a)r{y:t_2 SI2Xx —y
b)r:i+—L=1 s:y=—ﬂ+1
3 4 3

82 Determine a equagdo de uma reta r que passa por
(=2, —4) e é perpendicular a reta s: {; i gt__t1;

teR.

83 Ache as coordenadas do ponto de intersecao das

retas r: X=3t+ 1 teERes: x=
y=-2t+5

ueR.

3 pistancia entre ponto e reta

J& sabemos que a distancia entre um ponto e uma reta é a distancia do ponto

ao "pé da perpendicular” a reta dada, tracada pelo ponto.

Em ambos os casos, a distancia entre P e r (indica-se por d, ) é a distancia

entre P e P!, sendo P' o ponto de intersecdo entre a reta perpendicular a r,
conduzida por P, e areta r.

P' também é chamado projecao ortogonal de P sobre r.

« Se P € r, naturalmente, dP,r =0.
* Se P & r, temos dRr> 0.
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EXEMPLO 21

Vamos agora obter, analiticamente, a distancia entre P(2, 3)earetar:x + 2y — 2 = 0.

19) Seja s a reta perpendicular a r, tracada por P. Vamos obter sua equacao.
a 1 1

Temossm = —— = —— comom -m_= —1,temosm = —— = 2.
r b 2 r s s m

Como s passa por P(2, 3), podemos escrever:
y—3=2-(x—2)=y=2x—1¢éaequacdo des.

29) Determinemos P!, intersecdo de r com s. Para isso, basta resolver o sistema formado pelas
equacbesderes:

r:x+2y—2=O:> x+2y=2 IR I )
Y7 5

ssy=2x—1 —2x+y= -1
p(4 3
Da|,P<5, 5).
39) A distancia de P a r é a distancia entre os pontos P(2, 3) e P'<%, %)
4\ 3\ 6\  (12Y  [180 645
b= by T - 2] o3 - O] -2 - [ -85

Podemos generalizar o procedimento descrito no exemplo anterior para
calcular a distancia d entre um ponto P(x,, y,) e uma reta r: ax + by + c = 0.
Obtemos a expresséo:

B la-x,+b-y, +c|
Va2 + b?
A demonstracdo dessa propriedade encontra-se na secdo Um pouco mais
sobre, pagina 65.
EXEMPLO 22

Vamos aplicar a férmula para confirmar o resultado obtido no exem-
plo 21.

P(2,3) (x,=2,y,=3)
1-2+2-3-2] _ 16| 6v5

rx+2y—2=0 :>d=| A A
[12 + 22 5 5
(@=1b=2c=-2)
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y

A distancia de um ponto P a uma reta r, vertical ou horizontal, pode ser r 5 .
encontrada de maneira mais rapida e sem a necessidade de formula. d, {:
Acompanhe este exemplo, em que P(2, 3), a reta r é horizontal, 3dooc e io
rry—5=0earetasévertical, s;x — 6 = 0. P: d,,
AdistancadeParéd, =5-3=2. :
AdistanciadePasé:d, =6—2 =4 '

s 0 2 6

S

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

13 Os vértices de um tridngulo ABC sdo A(—2, —4), B(1, —2) e C(2, 5). Determine a medida da altura relativa ao

lado AB.

Solucao:

Para determinar o comprimento da altura CH, primeiramente encon-
tramos a equacéo de AB:

altura relativa

-2 —4 1 ao lado AB
AB:| 1 -2 1|=0=>2x—3y—-8=0 P
x y 1

Agora, basta encontrar a distancia entre C(2, 5) e AB. Podemos seguir

o procedimento usado no exemplo 21 ou aplicar a formula:

|2-2-3-5-8] |[-19] 19 ho— 1913
13

R = R R i

14 Determine a distancia entre asretasr: x + 2y + 5 =0es: x + 2y — 3 = 0.
Solucao:

E importante observar, de inicio, que re s sao paralelas distintas, pois possuem o mesmo coeficiente angu-

lar (mr =m = - 17> A distancia entre duas retas paralelas é a distancia entre um ponto qualquer de uma

delas a outra reta.

br------970

o
Q

Desse modo, é preciso escolher um ponto arbitrério de uma das retas e calcular a distancia desse ponto a

outra reta.
Tomamos um ponto P em r:

Escolhemos, arbitrariamente, x = —1= -1+ 2y +5=0=2y + 4 =20
=y = —2; Assim, temos: P(—=1, =2) €. Tome agora um ponto
Calculamos a distanciade P as: em s e calcule sua dis-
tancia a retar.
gl en+2-(2-3]_|-8] &5

it 2 5 s
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84 Determine a distancia do ponto P a reta r, sendo:
a) P(—=1, =3)ern3x—y+5=0
b) P(0,2)er:d4x —3y—11=0
c) P(=2,5)erb5x+2y+29=0
d)P(1, =1 er3x—-y—4=0
85 Dados os pontos A(—1, —1), B(6, —3) e C(4,;1 0),
calcule a medida da altura relativa ao lado AC do
triangulo ABC.
86 Determine a distancia entre as retas de equagdes
y=3x—1ebx—2y+ 15=0.

87 Considere os pontos P(10, —1), Q(0, 3) e R(5, 1).

a) Qual desses pontos é o mais distante da reta
r- 2x+5 —1=07?

b) O que se pode afirmar a respeito da posicdo
relativa entre r e a reta que passa por P e Q?
88 Calcule a medida da altura de um trapézio cujos
vértices sdao A(—1, —3), B(6, —2), C(5, 2) e
D(—9, 0).
89 Determine o perimetro e a drea do quadrado
OPQR.

NI

90 Para ir ao trabalho, José atravessa, a pé, uma
longa avenida retilinea que corta parte da pe-
quena cidade onde vive. De varios pontos da
avenida, ele consegue avistar a casa de Vania,
sua namorada. O sistema de coordenadas re-
tangulares seguinte mostra parte do mapa da
cidade. A casa de Vania esta representada pelo
ponto V e a origem do sistema corresponde ao
marco zero da cidade.

91

92

A reta
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y
6
&
Q.
/7/%
v

11
o 3 g~ X

Sabendo que a unidade de medida de comprimen-
to utilizada é o metro e que a escala é de 1 : 100,
determine:

a) adistancia real do marco zero da cidade a casa
de Vania;

b) a distancia real do marco zero da cidade a
avenida;

¢) as coordenadas do ponto da avenida na qual
José fica mais préximo da casa de Vania;

d) a distancia real entre José e a casa de Vania,
considerando o item anterior.

Obtenhaumaequacdodaretaparalelaarx—y+7=
= 0 e distantev2 do ponto (2, 2).

Para a construcdo de
um anel viario, a pre-
feitura de uma cidade
planejada pretende
desapropriar alguns
estabelecimentos co-
merciais que estao lo-
calizados ao longo da
avenida Brasil.

Os comerciantes instalados nessa avenida serao trans-
feridos para uma futura rua comercial para pedestres,
paralela a avenida Brasil e distante 6 km dela, como
mostra 0 mapa seguinte, em que a unidade de me-
dida de comprimento considerada ¢ o quilémetro:

fn <
ZAPT

Determine, no sistema acima, a equagdo da reta
que representa a futura rua comercial a ser cons-
truida na cidade.

CORBIS/FOTO ARENA
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3 Area do triangulo

Vamos calcular a drea de um tridngulo MNP a partir das coordenadas
dos trés vértices: M(x,,, y,,), N(x, y,) € P(x,, y,).

Com base na Geometria Plana, sabemos que a area da superficie li-
mitada por um tridngulo ou, simplesmente, area do tridngulo, pode ser
calculada pela expressao:

medida da base - medida da altura

H

2

« Tomando o lado MP como base, sua medida é a distancia entre os
pontos M e P, a saber:

dye = V(x, = x)> + (y,, — V)2 1

- A medida da altura NH é a distancia entre o ponto N e a reta suporte do

lado MP. Para calcular essa distancia, vamos inicialmente obter a equacéo
de MP:

X
X
X

M M —
A = 0 (x e y sdo as coordenadas de um ponto qualquer de MP.)

1
1
1

<< <

XYe T XY, T Y% — Xy, — yX, — Xy, =0
Xy, = Yo oy = x,) + (XY, — xy,) =02

< Vamos usar a expressdo da distancia entre ponto e reta para calcular a
distancia entre N e a reta suporte de MP.

{N(XN, )
MP: x(y,, = ¥o) + y(x, = Xx,,) + (XY, — X,,) = O

d — = |XN(yM - yP> + yN(XP - XM) + <XMyP - XPyM)| 3

i Yy, — ¥.)7 + (x, — )

* Por fim, a area A do triangulo é:

1
AZT'dMP'dN,W
Usando ‘1 e 3, obtemos:
A 1 N Xy = ¥ + Y06 = %) + (Y, = X, |
= o— j— — y .
2 P Mo P A==y, — V)’

Observe que o mddulo da expressao obtida coincide com 2 quando xey
sdo substituidos, respectivamente, por X, €Yy,
Logo, podemos escrever:

A= - |D|, emque D =

xX X X
<

Z T

<< <
o
RGN N

=z

TR
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Assim, mostramos que:

A area da superficie limitada pelo triangulo MNP, em que M(x, , y,,), N(x,, y,)
e P(x,, y,), € dada por:
Se M, N e P sao coline-

ares, qual é o valor do
determinante D?

<

_ 1.
A=-=-1|D

,emque D =

X X X
=z
< < <
=2
—_

EXEMPLO 23

Para calcular a &rea do triangulo de vértices A(2, 3), B(1, 8) e
C(=5, 2), iniciamos pelo célculo do determinante D:

2 31 §
1 81 |=16—-15+2+40—-3 -4 =236 .
=5 21 E
. _ ] _ ] _ _ ! P
A55|m,AAABC—7-|36|—7~36—18:>AAABC— _é o s %
= 18 unidades de area.
- 4
9
EXERCICIOS § & Caorano
93 Determine a 4rea do tridangulo de vértices: 97 Determine a area do tridngulo PQR seguinte.
a) A2, 3), B(5, 4)eC(6, —3) y
b) A4, 1), B(=3, 1) e C(—1, —2) \ t '
IPSARNAL - 7
<) A( 2,2>,B(2,2)eC(2, 1) o 16
d) A0, 0), B3, 4) e C(—=2, 11) ! R
e
94 Obtenha a érea do quadrildtero ABCD. N 0 s X
4x+5y—20=0
y x—4=0
98 Na figura, temos o tridngulo AOB em que AO =
= 2 - OB. Obtenha a equacdo da reta r, sabendo
que a area do tridngulo é igual a 16.
% y
r
B
95 Os pontos A(1, 2), B(4, 3), C(3, 1) e D sao vértices A 0 X
consecutivos de um paralelogramo.
a) Obtenha a equacao da reta AD.
b) Calcule a 4rea do paralelogramo. 99 Determine a rea do tridangulo ABC, sabendo que:
* A(1, 0) e B(—1, 0);
96 Aretar: 2x +y — 6 = 0 determina com os eixos 5 - y
coordenados um tridngulo retangulo. Qual é a drea tem por equacao:y = x + 1;
desse triangulo? + o coeficiente angular de AC é 2.
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I3 Inequacdes do 1° grau - resolucio grafica

Sabemos, com base na Geometria Espacial de posicdo, que uma reta r contida
em um plano divide-o em dois semiplanos, ambos com origem na prépria reta.
Observe o cubo ao lado.

A reta AC divide o plano que contém a face ABCD em

dois semiplanos o e B, sendo AC a origem de ambos. 9 %
. . . D D
Consideremos uma reta r do plano cartesiano, que o di-
vide em dois semiplanos. Cada um desses semiplanos pode AN
ser representado por uma inequacao do 12 grau (com uma £
ou duas incoégnitas). B o B C
12 caso: A reta r é paralela a um dos eixos coordenados.
EXEMPLO 24
Sejarry —5=0.
r divide o plano cartesiano em dois semiplanos o e [3:
y y
o
5 r 5 r
0 X 0 X
p
Todos os pontos de o possuem ordenadas Todos os pontos de B possuem ordenadas
maiores ou iguais a 5. Alinequacdoy = 5 & menores ou iguais a 5. Ainequacdoy < 5 &
&y — 5= 0 pode representar esses pontos. &y — 5= 0 pode representar esses pontos.
EXEMPLO 25
Sejasix—2=0.
s divide o plano cartesiano em dois semiplanos:
y y i
S S :
o i
o 2
o 2 X 0 |2 X :
B
Todos os pontos de o possuem abscissas maio- Todos os pontos de B possuem abscissas meno-
res ou iguais a 2. Podemos representa-los pela res ou iguais a 2. Podemos representa-los pela
inequagdo x =2 < x — 2 = 0. inequacdo x <=2 & x — 2 < 0.

ke

Represente graficamente o conjunto de pon-
tos que satisfazem a inequacdo x — 2 > 0.



A reta

22 caso: A reta r ndo é paralela a qualquer um dos eixos coordenados.

EXEMPLO 26
Sejlarix—2y+2=0. o y
Tomemos um ponto qualquer A(x,, y,) emr.
Temos: x, — 2y, + 2 =O<:>yA=%+1

Seja B um ponto na mesma vertical de A (x, = x,), acima
der, isto &y, >y,, ou melhor:

X
yB>7A+1 B

Como X, = X, temos:
X
y8>75+1:>2yB>xB+2:>xB—2yB+2<O 1

X

. . B . o "

Seja C um ponto na mesma vertical de A (x, = x), abaixo der, isto &, y <y, =y <=+ 1.
Como x, = x, escrevemos:

X
yc<7c+1:xc—2yc+2>0 2
Assim, temos que:

- todo ponto do semiplano o, excluindo os pontos de r, satisfaz a inequacdo x — 2y + 2 < 0,
comoem ‘1.

- todo ponto do semiplano B, excluindo os pontos de r, satisfaz a inequagdo x — 2y + 2 > 0,

comoem (2.

EXEMPLO 27
Sejar:3x + 2y — 6 = 0; o e B sdo os dois semiplanos determina- y

dos porrr. 1.8 a
Temos: 37
~A€r:>3xA+2yA—6=0<:)yA=—?XA+3 i v
.BE(x(xB=xA,yB>yA):>yB>—%x8+3<:>3x8+2y8—6>01 5 EXAZ =
cCEPRBK =X, Y <Y)=Y < —%xc+3<:>3xc+2yc— 6<02 yC-_-iC
Temos que: r

« todo ponto do semiplano o, excluindo os pontos de r, satisfaz a inequacdo 3x + 2y — 6 > 0,
comoem 1.

- todo ponto do semiplano B, excluindo os pontos de r, satisfaz a inequacdo 3x + 2y — 6 < 0,
comoem 2.

OBSERVAGCAO &)

Se uma reta r qualquer (ndo paralela a qualquer um dos eixos), de equacao r: ax + by + ¢ = 0, divide o plano
cartesiano em dois semiplanos de mesma origem r, como nos exemplos 26 e 27, temos:

* Todo ponto (x, y) pertencente a um dos semiplanos satisfaz a inequacdo ax + by + ¢ = 0.
* Todo ponto (x, y) pertencente ao outro semiplano satisfaz a inequacdo ax + by + ¢ < 0.
Nos dois casos, a igualdade ocorre somente se o ponto pertence a reta.
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CAPITULO 2
EXEMPLO 28

Aretar: 3x + 4y — 12 = 0 divide o plano cartesiano nos se- y

miplanos o e B. Vamos determinar a inequacdo que descreve 0s

pontos de . T
Consideramos um ponto qualquer do plano cartesiano, nao b \‘3~ - &

pertencente a r, por exemplo, a origem O(0, 0). P
Substituindo pelas coordenadas de O, obtemos, no primeiro o \“4\\ "

membro da equacao de r: e
3:0+4-0-12=-12<0
Isso mostra que os pontos do semiplano B, que contém O, satisfazem a inequacdo 3x + 4y — 12 < 0.

Dessa forma, todos os pontos do semiplano o, que ndo contém O, satisfazem a inequacéo
3x+4y — 12 >0.

OBSERVACAO @)
~

Se tivéssemos escolhido outro ponto qualquer, por exemplo,
P(5, 2), chegariamos a mesma conclusao:

3:5+4-2-12=11>0
Como o ponto P pertence ao semiplano o, temos que os pontos
de o podem ser descritos por 3x + 4y — 12 > 0.

Por que é mais pratico escolher
a origem para testar o sinal?

EXEMPLO 29

Ainequacdo 2x + 3y < 0 pode ser resolvida graficamente.
Seja s a reta de equacdo 2x + 3y = 0.
Tomemos dois pontos de s: y

X y (x, y) :

-3 2 | A(-3,2) A 3
-3 ' 0 ' X
3 | -2|8B -2 5 5
—24 0 B
Na equacdo de s, devemos “experimentar” as coorde- Q+--1-3
nadas de um ponto ndo pertencente a s para escolher a >

regiao correta.

Como a origem pertence a reta s, tomemos outro ponto, por exemplo, o ponto Q(—1, —3):

2-(-1)+3-(=3)=-11=<0

O sinal da desigualdade coincide com o requerido pela
inequacao inicial; portanto, o ponto Q (e todos os outros
pontos do mesmo semiplano o) satisfaz a condicéo, e a regido
escolhida é a que estd “abaixo” de s. Veja a figura ao lado. ) X

No caso, a reta s ¢ marcada continuamente (veja o sinal <). B

Podemos apresentar como solucdo para a inequacdo ! -8

dada: “semiplano so. (incluindo s)”. Qe l-3 @

>




A reta

® | EXERCICIO RESOLVIDO

15 As coordenadas dos pontos de uma regido do plano cartesiano satisfazem simultaneamente as inequacées:
x>0
y<o0
2x =5y —-10=<0
Determine a area dessa regiao.

Solucao:
As duas primeiras inequagdes sao satisfeitas pelos pontos pertencentes ao 42 quadrante. 1
Para resolver graficamente a terceira inequagdo, devemos construir a reta s: 2x — 5y — 10 = 0.

y

5
0 -2 e) 5 b
A

S

Tomando a origem O (com O & s) e substituindo suas coordenadas no 1¢ membro da equagdo da reta s, temos:
2:0-5-0-10=-10<0

Assim, o semiplano que satisfaz a inequacdo 2x — 5y — 10 < 0 deve conter a origem, isto é, é o semiplano

avincluindo s. 2

Aintersecao dos pontosde 1 e 2 é o triangulo OAB destacado no gréafico. Sua area é:

52;2 = 5 u.a. (unidades de &rea)
9
EXERCICIOS § & EAorano
100 Resolva graficamente as inequacoes:
a)x+1=<0 c) x—3y<?2 e) dx+y=3
b)y+3>0 d) 2x — 6y >0

101 Escreva uma inequacdo do 12 grau que represente, em cada caso, a regido sombreada:

a) y .y e

b) y d) y
p ) -
- ]
-2 0| 4 x
0 3 x
2
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CAPITULO 2

102 Seja R a regido do plano cujos pontos tém coordenadas que satisfazem simultaneamente as condicoes:
—2=x=2e-1=sy=<3.

a) Represente graficamente R. b) Determine a area de R.

103 As coordenadas dos pontos pertencentes a determinada regido do plano satisfazem simultaneamente as
inequagoes:
X+y<0
y—1=0
x+4=0
Determine o perimetro dessa regido.

104 Represente graficamente os pontos do plano cartesiano que satisfazem simultaneamente as inequacoes
x—3y=2e3x+ty=4

Em um pequeno municipio, a regido de alcance de transmissdo do sinal de uma operadora de
telefonia celular esta representada no plano cartesiano abaixo pelo quadrildtero ABCD reunido com o
seu interior. A origem do sistema de coordenadas cartesianas coincide com o local onde estd instalada
a torre da operadora. A unidade de medida de comprimento considerada é o quilémetro.

B(3,0)

a) Qual é, em quilometros quadrados, a area da regido do municipio que recebe o sinal da operadora?

b) A casa de Juca esta localizada em um ponto do 12 quadrante, equidistante de B e C e repre-
sentada, no mapa, sobre a reta de equacdo 2x — y = 0. A familia de Juca recebe o sinal? A que
distancia da torre se encontra sua casa? Considere 5 = 2,24.

c) Sabe-se que, nesse plano cartesiano, 0 municipio encontra-se no interior da regido limitada pelas
retas horizontaisy — 5 =0ey + 4 = 0 e pelas retas verticaisx — 5 = 0 ex + 3 = 0. Escolhendo-
-se, ao acaso, um ponto qualquer do municipio, qual é a probabilidade de que ele receba o sinal
da operadora?



Aplicacoes

Uma introducao a programacao linear

Uma empresa fabrica tablets em dois modelos: A e B.

O custo de producéo unitario do modelo A é R$ 600,00 e o do modelo B é R$ 900,00. As restricoes
orcamentarias da empresa permitem gastos mensais de até R$ 54 000,00 na producédo dos tablets e sua
capacidade produtiva mensal é de 80 unidades.

Representando por

X: nUmero de tablets do tipo A fabricados no més
y: numero de tablets do tipo B fabricados no més

podemos estabelecer as sequintes desigualdades:

x=0 1
y=0 2
600 - x + 900 -y < 54000 3
x +y=<80 4
y
Observe que ‘1 e 2 representam os pontos do 12 quadrante, in-
cluindo os semieixos reais positivos Ox e Oy.
0 X
rol
y
De '3, sejar: 600x + 900y — 54000 =0 2x + 3y — 180 =0 B >
Testando a origem O(0, 0), temos que: \
2-0+3-0-180<0
- = [ p . . . (0] 90 X
Assim, a representacao grafica de '3 é o semiplano r3 (incluindo r). \

De 4 temoss:x+y=80<x+y—80=0;
Testando a origem, temos:
0+0-80<0
A representacao grafica de ‘4 é o semiplano sf3 (incluindo s).
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Reunindo as trés Ultimas representacdes graficas em um mesmo sistema
de coordenadas cartesianas e determinando o conjunto de pontos (x, y) que
satisfazem, simultaneamente, (1,2, 3 e 4, obtemos o quadrilatero ABCO
reunido com seu interior; sendo O(0, 0), A(0, 60), B(60, 20) e C(80, 0).

y

X

A andlise da solucdo grafica obtida permite a empresa saber que, em um
determinado més (mantidas tais restricoes), é possivel fabricar, por exemplo, 20
tablets do tipo A e 50 do tipo B, pois (20, 50) pertence ao interior de ABCO; da
mesma forma, podem ser fabricados, em um més, 70 tablets do tipo Ae 10 do
tipo B, pois (70, 10) pertence ao interior de ABCO.

Ao contrério, ndo é possivel fabricar 40 tablets de cada tipo em um més, pois
(40, 40) nao pertence a regido destacada.

Conhecendo-se o preco unitario de venda de cada tipo de tablet, é possivel,
através de conhecimentos da Matematica do Ensino Superior, determinar o
ndmero de unidades que devem ser vendidas (respeitadas as restricdes orca-
mentarias e de produtividade) a fim de maximizar a receita da empresa com a
venda de tablets.

A situacdo aqui descrita é um exemplo introdutério simples de problemas
estudados pela programacao linear.

Programacao linear é uma técnica de planejamento em pesquisa opera-
cional presente em varios ramos da atividade humana. Em linhas gerais, trata
de problemas de otimizagdo: como distribuir recursos limitados para atender
um objetivo especifico, que pode ser a maximizacao da receita (ou do lucro) de
uma empresa, em situagdes de restricbes orcamentarias.

Veja alguns outros exemplos de aplicacdes da programacao linear:

formulacdo da composicdo de alimentos, racbes e adubo para melhor
rendimento, em negocios agropecuarios;

composicdo de tabelas de escala de horérios dos funcionarios em uma
empresa para gerar maior receita com o menor custo possivel;

selecdo de rotas e elaboracao da logistica que permitam a uma empresa a
reducdo de custos na realizacdo de transportes de cargas e encomendas,
com qualidade e seguranca.

Fontes de pesquisa: NOGUEIRA, F. M. A. Programacéo linear. Disponivel em: <www.ufjf.br/epd015/
files/2010/06/IntrodPL.pdf>. Acesso em: 14 mar. 2016; Introducdo a programacdo linear. Disponivel em:
<www.ufrgs.br/espmat/disciplinas/novos_conteudos/modulo_Il/pdf/CAPSEE2PLapost.pdf>. Acesso em: 14 mar.
2016.; LOUREIRO, M. Problemas de programacéo linear. Disponivel em: <www.novaims.unl.pt/docentes/vlobo/
10/1%20PPLinear.pdf>. Acesso em: 14 mar. 2016.

MORETTIN, Pedro Alberto; BUSSAB, Wilton de Oliveira; HAZZAN, Samuel. Célculo: Funcoes de uma e varias
variaveis. 22 ed. Sao Paulo: Saraiva 2010.

Fe

Como foram obtidas as
coordenadas de B?
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y UMPOUCO Demonstracao da formula da distancia de
MAIS SOBRE ¢ um ponto a uma reta

Vamos determinar d (distdncia de P ar).

P
1

P(X, ¥)
rax+by+c=0

19) Determinamos a equacao da reta perpendicular a r por P.
1 _ b

=

s passa porP(xo,y0)=>y—yO=%-(x—x0)=>s: bx —ay + (ay, — bx,) = 0

1
«Comoslrm =——
s m
r

22) Determinamos as coordenadas de P', projecdo ortogonal de P sobre r. Devemos resolver o
sistema, nas incognitas x e y, formado pelas equacdes de r e de s:

{ax+by+c=0
bx —ay + (ay, — bx) =0

Somando a primeira equacdo multiplicada por b com a segunda equacdo multiplicada por
a’y, — bc —abx
a? + b?

—a, obtemos: y = 0. Substituindo esse valor em qualquer uma das equacoes,

obtemos o valor de x:

_ b, —ac — aby,
X= a2+ b?

39) Calculamos a distancia entre P e P,

b?x, — ac — aby, a’y, — bc — abx0>.

A distancia de P a r ¢ a distancia entre P(x, y,) e P'( PR : prR—

— — 2 _ _ 2
d = V&)” + () :j<b2x0 ac abyO_XO> +<azyo bc abxo_y0>

a’ + b? a’+ b?

L j[a - (—ax, — by, — c)}Z +[b . (—ax, — by, — [

2 + b2 a? + b? J

Lembrando que Vt € R, (—1)? = t2, e colocando (ax, + by, + c)? em evidéncia, temos:

§ - j(axo + by, + )7+ (a> + b?) _J(ax0 + by, + ¢)?
N (@2 + by - a’ + b’
_|ax, + by, + ¢

T+ b

d




