Numeros complexos

UM POUCO DE HISTORIA

Introdugcdao aos numeros complexos

Os numeros complexos sao usualmente apresentados a partir de uma equacdo do 22 grau. Por
exemplo, quando resolvemos a equacdo x> + 2x + 5 = 0, utilizando a usual férmula resolutiva,
encontramos:

_ —24422-4-1-5_ _5+{-16

X 21 >

Para determinar o valor de x é preciso calcular a raiz quadrada de —16, o que, em R, é impossi-
vel, pois ndo existe um nimero real m tal que m*> = —16. Dai a necessidade de um novo conjunto
numérico para se obter a solucdo para esse tipo de problema.

Primeiro objeto de uma construcdo abstrata, presente nos varios dominios da Matematica, os
numeros complexos foram um grande desafio imposto aos matematicos.

Como justificar sua existéncia e constituicdo?

Das tentativas de responder a essa questdo nasceram novos conceitos algébricos e novas teorias,
produzindo um grande desenvolvimento das pesquisas matematicas.

Um primeiro avanco importante foi dado por Girolamo Cardano (1501-1576) ao tentar resolver o
seguinte problema: “Dividir um segmento de comprimento 10 em duas partes cujo produto seja 40”.

Chamando de x e 10 — x as partes procuradas, Cardano montou a seguinte equacao:

x-(10-x)=40=x>—10x+40=0=x=5% {-15
e, como =15 nao é um nUmero real, para Cardano tal problema n&o teria solucéo.

Entretanto, ele trabalhou com os resultados obtidos, ou seja, comx =5 + {—15e 10 — x =
(5+=15) + (5 = y=15) =10
= 5 — {—15, constatando que: e
(5+4=15)- (5 — {=15) = 40

Entdo, mesmo desconhecendo o significado dos nimeros que havia obtido, Cardano pdde concluir que
5+ {—15e5 — {—15 eram solucdes da equacao.

Anos depois, o matematico Rafael Bombelli (1526-1572), ao aplicar a férmula de Cardano
para a resolucdo de equacdes do 32 grau, obteve para a equacdo x> — 15x — 4 = 0 a solucdo
x=32+ {121 + {2 = {=121 .

Como sabia que 4 era uma raiz dessa equacao, pois a sentenca 4> — 15 - 4 — 4 = 0 é verdadeira,
Bombelli concluiu que essa raiz poderia ser obtida pela formula * , desde que se calculasse y—121.

Esse foi o mais importante passo para que fosse admitida a existéncia de um nimero da forma
a++—b,emquea € Reb € R?.
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Responsaveis pela legitimacdo de toda teoria estudada nos dias de hoje,
Johan Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Jean Robert Argand (1768-1822) fo-
ram os primeiros matematicos a terem uma ideia mais clara sobre os chamados
numeros imaginarios e a perceber as vantagens que os matematicos do século
XIX poderiam obter através do aprendizado de sua representacdo geométrica.

De fato, o reconhecimento desses niumeros, com base nos estudos de
Gauss, propiciou o desenvolvimento de varias teorias matematicas. Eles foram
universalmente adotados por volta de 1830.

Em 1835, o matematico irlandés William R. Hamilton (1805-1866) elaborou © matematico alemao

. itmética d , | | . idera-| Gauss também trabalhou
uma teoria aritmética dos nimeros complexos, a qual consistia em considera-los ¢ sreas como Geometria,
como pares ordenados de nimeros reais e em definir a soma e o produto de Astronomia e Optica.

tais pares da maneira mostrada a seguir. Hltai ele Jansern, 1840

JENSEN, 1840/COLECAO PARTICULAR

CARL FRIEDRICH GAUSS, CHRISTIAN ALBRECHT

Fontes de pesquisa: BOYER, Carl B. Histdria da Matemética. 32 ed. Sao Paulo: Edgard Blucher, 2010;
GARBI, G. O romance das equacées algébricas. 22 ed. Sdo Paulo: Livraria da Fisica, 2006.

I3 Conjunto dos niimeros complexos

Chama-se conjunto dos niumeros complexos o conjunto C de todos os pares ordenados de nimeros
reais para os quais valem as seguintes definicoes:

(I) lgualdade: (a,b)=(c,d)e=a=ce b=d
(A) Adicdo: (a,b) +(c,d)=(@+c, b+d)
(M) Multiplicagdo: (a, b) - (c, d) = (ac — bd, ad + bc)

Assim, z € C, temos que z = (3, b), emquea EReb € R.

EXEMPLO 1

Dados os nimeros complexos z, = (x — 1,y + 2) e z, = (=4, 3), vamos determinar os nimeros
reais X ey para que se tenha z, = z,,.
Pela definicdo (I), temos:
x—1=-4
z,=z,oKx—-1,y+2)=(-43) < e ox=-3ey=1
(I y+2=3

EXEMPLO 2

Dados os nimeros complexos z, = (2, 4) ez, = (3, —1), determinemos os complexos v e w, tais

quev=z1+zzew=z1-zz.

v=2z +2,=2,4+@G3, -1)=2+3,4+(-1)=v=(5,3)

1

®
w=z-2=(2,4- -3 —-1)=
, = (2,4) - ( )

1

=2-3-4-(=1),2-(=1)+4-3)=w=(10,10)
(M)
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EXEMPLO 3

Dados os numeros complexos z, = (1, 2) e z, = (3, 4), em cada caso vamos determinar o com-
plexo z que satisfaz a condicdo indicada:
a) z,+z =z,
Fazendoz = (x, y), emquex E R ey € R, temos:

z,+z2=2,=203,4+Ky=010,2) = G+x4+y)=(01,2) =
A @

{3+x=1 {x=1—3=—2
= =
o 4+y=2 y=2—-4=-2
Comoz = (x,y), entdo z = (=2, —2).
Note que, dados os nimeros complexos z, = (a, b) e z, = (¢, d), ao determinarmos o nimero
complexo z = (x, y) que satisfaz a condicdo z, + z = z,, estamos calculando a diferenca entre
z ez, que éindicada por z, — z,.
Assim:z, —z,=z=(,b) —(c,d)=(@—c b—d)
b) z,-z=12
Fazendoz = (x, y), em quex E R ey € R, temos:
z,rz=2,=03,4) Ky =(1,2) (=>) Bx—4y, 3y +4x)=(1,2) =
M

o
{3x—4y=1 11 2
= _

oy}
Como z = (x,y), entdo z = <ﬂ L)

3y +4x=2 1 25 Y725
25" 25

Note que, dados os nimeros complexos z, = (a, b) e z, = (c, ) #
0 numero complexo z = (x, y), que sa’usfaz a cond|gao z, 7=

(0, 0), ao determinarmos
z,, estamos calculando o

quociente entre z, e z,, que ¢ indicado por Z_z

Examinemos o comportamento dos nimeros complexos da forma z = (x, 0), em que x € R, relativamente
as definicoes de igualdade, adicdo e multiplicacdo:
O x0=(0 < x=y
(A x,0 +(0=Kx+y0+0) = (x+y0)
(M) (x,0)-(0)=(x-y—=0-0,x-0+0-y)=(x-y,0)
Notamos que, relativamente as operacdes de adicdo e multiplicacdo, esses nimeros se “comportam”
como numeros reais, como mostram os exemplos:
3,00+ (5,0=(3+50+0=(8,00 e 3+5=38
(3,00-(5,00=(3:-5-0-0,3-0+0-5=(150) e 3-5=15
Esse fato permite que se faca a identidade (x, 0) = x, Vx € R, ou seja, todo nimero real x € um ndmero
complexo da forma (x, 0).
Em particular, o nimero complexo (1, 0) = 1 é chamado unidade real.

Como um numero complexo é um par ordenado de nimeros reais, entdo podemos dizer que existe uma
correspondéncia biunivoca entre os elementos do conjunto C e o conjunto dos pontos de um plano, isto
é, a cada numero complexo z = (a, b) corresponde um Unico ponto M, de coordenadas (a, b), pertencente
a um plano e reciprocamente. Im(2)

Chamaremos esse ponto M de imagem ou afixo do nimero complexo z.

O plano ao qual M pertence é chamado Plano de Argand-Gauss, ou Plano by--o-e- :
de Gauss, e é determinado por dois eixos perpendiculares, denominados eixo real

(Re(2)) e eixo imaginario (Im(z)), conforme é mostrado na figura ao lado. 0 a Re(2)
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Assim sendo, as imagens dos nimeros complexos da forma (x, O) pertencem ao eixo Re(z) e as imagens
dos numeros complexos da forma (0, y) pertencem ao eixo Im(z).
Os numeros complexos da forma (0, y) sdo chamados imaginarios puros.

Em particular, chama-se unidade imaginaria o nimero complexo i = (0, 1).
Noteque:i*=1i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-14+1-0)=(-1,0) =i*= —1

Vamos estabelecer uma regra pratica para o calculo de i, em que i € N.
Calculemos, por recorréncia, o valor de algumas poténcias naturais de i:

0 o 2 3 2 L L H
=1 i= i“=—1 P=1r-i=(1)-i=—i
4 2 2 5 441 4 1 6 442 4 2 .7 4 4+ 3 4 3

= =1 P=0rt =01 =] P=rtT=1"1"= -1 =1t " ° = =i
8 _ 4 4 __ 9 _ 8+1 _ 8 — 10 _ 842 __ 8 2 1M _ 8+3 _ 8 3 _
F=1"-1"=1 FP=1rEt =000 = =ttt =000 = =1 =" =071 =—

De modo geral, Yk € N, temos:

4k 4k Ak 4+ 1 4k 1 H 4k 4 2 4k 2 4k + 3 4k '3
o= 0 = T = i = 2 = L2 = s = L3 =

Como sabemos, na divisdo de n por 4 os possiveis restos séo 0, 1, 2 ou 3, ou seja,

n IL:n=4k+r,emquerE{O,1,2,3}.
rok

Temos: i" = i**"=i*. " == " = ', em que r é o resto da divisdo de n por 4.

i4k =1
Dessa forma, fica estabelecida a seguinte regra para o célculo das poténcias naturais de i:
Para calcular i", em que n € N, divide-se n por 4 e o novo expoente de i serd o resto dessa divisao.

Note que essa regra pode ser estendida as poténcias inteiras de i, poisi™" = |1 , Vn € Z.

EXEMPLO 4

Vamos calcular i’ e

i?%% aplicando a regra obtida.

1074 2050 |4

27 26 05 512
Logo, i"" == —i e "= '2‘/@)
- |
9
EXERCICIOS {0 St
1 Em cada caso, efetue as operagbes indicadas:
a) (3,2)+ (0,1 d) (-1, -1 (4,2
b) (2,3) (-1, 4) e) 2, -3)— (-1, =2)

Q) 2x—y6x+2y)+(x—2yx;xEReyER f) (1,0)-(x, —y; xEReyER

2 Represente no plano de Argand-Gauss os pontos M, N, P e Q, respectivas imagens dos nimeros complexos
z,=(=2,1),2,=0, =1), z, +z,ez - z

2"
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3 Dados os nimeros complexos z, = (x, 3) ez, = (2 — v, y), determine os nimeros reais X e y de modo que
1 2
z, —z,=(5 —4).
4 Calcule:
a) i54 b) 195 C) i161 d) iZOO e) i122W f) iZOZZ g) i13335 h) i12784
5 Efetue:
i79 A 32 i798 i132 + i61
a) i i b) (~20)" ) - o [ ] &) v )~
6 Seiéaunidade imaginaria, determine em cada caso o valor de A:
a) A=i+iP+i+ . +i®+® b)yA=i-i? ... "%
\ y,

I3 Forma algébrica de z

Dado o complexo z = (x, y), observe que:

z=XyY=x0+0y=x0+-0-0-1,y-14+0-0)=(x,0)+(,0- (0,1 *

Como ja foivisto, (x, 0) = xER, (y,0) =y € R e (0, 1) =i, entdo, substituindo em '* , obtemos uma
nova expressao para o complexo z = (x, y), que é chamada forma algébrica de z:

z=x+ty-i,emquex€Rey€eR

Temos agora duas expressoes para um ndmero complexo, pois z = (X, y) = X + y - i, em que X e y s30
ndmeros reais.

EXEMPLO 5
Dados os nimeros complexos (2, 5), (=1, 1), (% — %) (0, 4), (— 1? O) e (—«/7, —«/g), temos:
_ - S 2N 2. B N ) D S S
(2,5) =2 + 5i (2, 5) - ( 5,0) Lo !
c (=1, 1) = =1 4 - (0,4) =0+ 4i = 4i - (—+2, —V6) = =42 — 6

Dado o numero complexoz =x +y-i,emquex € Rey € R, temos:

x é chamado parte real de z e indica-se x = Re(2);
y é chamado parte imaginaria de z e indica-se y = Im(z).

y=0z=x€R,istoé z¢éum niimero real se, e somente se, Im(z) = 0;
x=0ey# 0 z=y-i istoé zéumimaginario puro se, e somente se, Re(z) = 0 e Im(z) # 0.

Para os niumeros complexos a + bi e c + di, em que {a, b, ¢, d} C R, as definicoes de igualdade,
adicdo e multiplicacdo, definidas para niumeros complexos dados por pares ordenados de nimeros reais,
SA0 expressas como:

() a+bi=c+di=a=ceb=d

(A) (@+bi)+ (c+di)=(+c) + (b + d)i

(M) (@ + bi) - (c + di) = ac + adi + bci + bdi? = ac + adi + bci + bd(—1) = (ac — bd) + (ad + bo)i
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EXEMPLO 6
z=3+2i = Re(z) =3 elm(z) = 2
z=-—1-—3i = Re(z) = —1elm(z) = —3
__2 __ 2 _
z= 3 = Re(z) = 3e Im(z) =0
zZ= —i = Re(z) = 0elm(z) = —1
z=—1+I = Re(z) = —1elm(z) =1
EXEMPLO 7

Em cada caso, vamos obter o nimero real k que satisfaz a condicdo determinada:
a) o numero complexo z = (k — 2) + 4i deve ser um imaginario puro.

Sabe-se que z é um imaginario puro se, e somente se, Re(z) = 0 e Im(z) # 0.
Re(z) =k—2=0
Im(z) =4 #0
2k — 1

3
Sabe-se que z é um nUmero real se, e somente se, Im(z) = 0.

2k =1
3

Entdo, devemos ter: { ,ouseja, k—=2=0=k=2

b) o niimero complexo z = (—3, )deve ser um numero real.

Entdo, devemos ter: =0,ouseja, 2k —1=0=k = %

EXEMPLO 8

Determinemos os nimeros reais X e y que satisfazem a igualdade 2x + 1) + (1 — 3y)i= —1 — 2i.

Aigualdade 2x + 1) + (1 — 3y)i = —1 — 2i se verifica quando:

+1=- is iguai
{ZX 1 1 (partes reais iguais) x=—Tey=1

1 — 3y =—2 (partesimaginarias iguais)

EXEMPLO 9
Dados os nimeros complexos v=1+ 2iew = 2 — 2i,vamos calcular v+ w,v-w,w? ew — v.
viw=(1+20+Q2-20=01+2)+@2—-2)i=3
Vew=(1+2)-2—-20=2-2i4+4i—4=2+2i—4(-1)=2+2i+4=6+ 2i
W=Q2—-2)0=2"—-2-2-2i+Qi)Y=4-8+4°=4—-8+4-(—1)=4—-8i —4=-38i
W—v=Q2-20-(1+2)=2-1-2i—-2i=1-4i
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® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Resolva as equacdes seguintes no universo C:

a) X’ +16=0 b)) —2x+4=0
Solucao:
A X +16=0=2xX=-16=2xX=16-(-1)=x =16 - =x=4ioux = —4i

b) * —2x+4=0

ComoA=(=22—4-1-4=—-12=12-(=1) = 12i% temos:

+ 1212 + 2i

2_212' =2_22'5:>x=1+iﬁoux=1—iﬁ

X =

2 Calcule V3 — 4i.

Solucao:
Seja z um niimero complexo tal que N3 —4i =2z 0u seja, 22 =3 —4i
Entdo, fazendo z = x + yi, em que x €E R ey € R, temos: (x + yi)’ = 3 — 4i. *
Assim, devemos determinar os nUmeros reais X e y que satisfazem a sentenca * , ou seja:

x2+2xyi+HyZ/ii=3—4i = (K —y)+2xyi=3—4i =

v (=)
X —y'=3 1

Pela definicao de igualdade, aplicada em **, temos: 7
2xy=—4=y=— - 2

2
Substituindo 2 em 1 :xz—<—%) =3:>x2—%=3:>(x2)2—3x2—4=0

Fazendo x* = a, obtemos a equacao do 2% grau a’ — 3a — 4 = 0, que
admite as solugbes:a = 4ea = —1.

Al @irie i = . SEros: O método usado para calcular
5 a raiz quadrada de um nimero

6 iR A — XZZ:y:_1=>Z=2—iouz=—2+i complexo na forma algébrica
x=-2=y=1 seria facilmente aplicavel, caso

? . o indice da raiz fosse um
a=—1=x = —1=njo existe solucdo, pois devemos ter x € R ntmero maior do que dois,
Logo, como + 3 — 4i = z, temos: como, por exemplo, no célculo
- . : . deq3 —4i?
3—4i=2—iouv3—4i=-2+i ((deN3—4 )
OBSERVAGOES ()
~N

° Sabe-se que, em R, J1=1, pois, por definicdo: Va € R, Ja? = lal.
* Em C, temos: ¥1 = 1 ou —1, pois, fazendo 1 = a + bi * , em quea € Reb € R, temos:
a—-b'=1 1
@+b)=FT)=a%—b*+2abi=1=
2ab =10 2

De 2 ,temos:a=0oub=0
Assimia=0=-b’=1=b’=-1=7abER

L a=1=41 =1
b=0=a’=1=40U
1 a=-1=41=-1
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7 Escreva cada um dos nimeros complexos seguintes
na correspondente forma algébrica ou como par

ordenado:

a) (3, -2 d) 5i

b) (—4, 3) e) -5

c) (0,4 f) 3+

8 |dentifique a parte real e a parte imaginaria de
cada um dos seguintes nimeros complexos:

a) 4+ 5i c)%Jr5i
b) 3i + 3 d) —iv3

9 Em cada caso, determine o nimero real m de
modo que:

a) z = (m — 3) + 4i seja imaginario puro;
b) z= -3 + (m + 3)i seja real.

10 Determine os nimeros reais m e n, para que
0s numeros complexos v = (=2 — m) + 3ni e

w = 4 — (m” — 4)i sejam, respectivamente, ima-
ginario puro e real. Nesse caso, determine v e w.

11 Dado o nimero complexo z = (3 — x) + (x + )i,
em cada caso seguinte determine os valores reais
de x para que se tenha:

a) Re(z) =2

b) Im(z) = —4
c) Re(z) > Im(2)
d) Im(z) <3

12 Em cada caso, determine os niimeros reaism e n
para que a igualdade seja verdadeira:

aam+nh-—1i=-4+3i
b)(n—2,m+5)=(3, -2)
c) (m—3)+ (n— 2)i = 5i
dm-n+1)+2m+n—-4)i=0

13 Efetue:
a) (=7 + 5i) — (3 — 2i)
b)2+ (3 —i)+(—1+2i)+i
c) (4 +3)+2i—(—3—-1)
d -1 —-(=2+D)+GB-10)—3-7)

14 Determine os complexos u e v tais que
u+v=2-5eu—2v=—4+13i

15

16

17

18

19

20

21
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Resolva, em C, as equacbes:
a) X +100=0

b) ¥ —6x+10=0

) X +4x—-29=0
dX+9- -—-1)=0
e)xX+5x¢+6=0

f) x*+3¢%*—-4=0

Resolva a equacao x> — 14x* + 58x = 0, conside-
rando o conjunto universo:

a) R
b) C

Determine as raizes quadradas dos complexos:
a) -5+ 12i

b) 4i

c) 4+ 3i

d) 1 —iV3

Em cada caso, efetue as operacdes indicadas:
a) 2+5)-(1—1)

b) (4 + 3i) - (=2 + 2i)
Q@4+i)-2—-D)+3—i

d) (—5i) - (4 — 3i) - (1 + 2i)

e (1+i)-(1-1)

f) 2 -3i)

g) (-3 - 3i)’

h) 2 + i)

Dados os complexos z, = (% 3) ez, =(2, —5),de-
termine:

a) z, -z,

b) Z

Efetue:

a) (1+0)°-(1 =iy

b) (1 — iy’

<) 2+ 2)

Determine x € R de modo que o nimero complexo

z=(x+3i)- (1 — 2iseja:
a) um numero real;

b) um imaginario puro.
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I3 conjugado de um niimero complexo

Dado o numero complexo z = a + bi, com a e b reais, chama-se conjugado de z, e indica-se por Z,

0 numero complexozZ = a — bi.

EXEMPLO 10

Vejamos o conjugado de alguns nimeros complexos:
a) z=2+3i=27z2=2-3i ¢ z=-5I=>7Z=05i
b) z=—-1+4i=7z2=-1-4j d z=3=z=3

Interpretacdao geométrica do conjugado

Seja Z = a — bi o conjugado do numero complexo z = a + bi, com Im(z)

a e b reais. b
Como os pontos M = (a, b) e M' = (a, —b), representados na figura ao lado,
sao as respectivas imagens de z e Z, conclui-se que:

A imagem de Z é o ponto simétrico da
imagem de z, em relacdo ao eixo real.

Propriedades:
19VvVzel z=Z=zeR
De fato, se z = a + bi, com a e b reais, temos:

_ . ) a = a=aéum numero real qualquer
z=Zoa+bi=a—bie _ _
b=-b=b=0
299VvVzeC, Z=1z
39 vz, z, € C, z,+z,=2,+72
De fato, sez, = a + biez, = c + di, com a, b, c e d reais, temos:
z,+z,=@+bi)+(c+d)=(@+c+(b+di

}<:>z=aE[R§

Logo:

ztz,=@+dg+b+di=@+—-—(b+di=(@—-b)+(c—-d)=7 +7Z
) Vz,2,€C,z -z

De fato, se z, = a + biez, = c + di, com a, b, c e d reais, temos:

Iz -z,=(a+bi)-(c+di)=(ac — bd) + (ad + bc)i = (ac — bd) — (ad + bo)i

NI

) T 404

II. Z-Z, = (@ + bi) - (c + di) = (@ — bi) - (c = di) = ac — adi — bci + bdi* = (ac — bd) — (ad + bo)i

Logo, de I e II, conclui-se que: z, - z, = Z,* Z,.

OBSERVAGCAO &)

Essa propriedade pode ser generalizada para um produto de n nimeros complexos, ou seja:
V2,2, ..2,€C 2z -2, ... 2, =22, ..."Z,

59VvVzeC, 2"=z2",emquen €N

De fato, fazendo z, = z, = ... =z = znaexpressaoz -z,- ...~z =
=2Z,°2,.."2,temos: Considerando
ZZ2 .2, =27 .7 7= z =a + bi, em que
a e b sdo nimeros
n fatores n fatores

6)VzeC,z+Z=2"-Re(2

reais,como seriam
demonstradas a 22, 3 6°
7VvzelC,z—z=2-Im(z)-i e a 72 propriedades?
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® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

3 Determine os nimeros complexos z, taisquez -z =13 + 6i + 7z — z.

Solucao:
Fazendo z = a + bi, com a e b reais, na equacdoz -z = 13 + 6i + Z — z, temos:
(a + bi) - (@ — bi) = 13 + 6i + (a — bi) — (a + bi) = a’> — b%> = 13 + 6i + &~ bi — &~ bi =

2+ 2 _ 1
:>a2+b2=13+(6—2b)i:>{a b =13

0=6—2b=b=3 @
Substituindo 2 em 1 , temos:

a’+3=13=a’=4=a=2oua= -2
Assim, como z = a + bi, temos:

ca=2eb=3=z=2+3i
ca=—-2eb=3=z=-2+3i

4 Determine os complexos z, tais que z> = Z.
Solucao:
Na equacdo z* = 7, fazendo z = x + yi, em que X e y sS40 nimeros reais, temos:
x+yiyY=x—yi=axX+2i+yil=x—yi=K-y)+2xyi=x—yi *

Da definicao de igualdade de nimeros complexos, aplicada em * , temos:

xz—yzzx *%
{ny:_Y=>y(2x+1)=0:y=00ux=—

1
2
Assim, fazendo em **:
*y =0, temos:
X¥=x=xx—1)=0=x=0o0oux=1 1
__1 :
-x——7,temos.
1_ 1 23 V3 {3
==L == == =23 @
5z Y 2 YV Ty 2 YT
Como z = x + yi, entdo obtemos:
1 {3 1 3.
_ _ _ X=——ey=——=7=—— — —|
de1:{x DES UL ede 2: ? 32 12 32
x=1ley=0=>z=1 _ _ _ =— L a3
X ey > =7 > > i
Logo,satisfazemaequagéodadaoscomplexos:z=0,z=1,z=—%—73iouz=—l+gi.
9
EXERCICIOS {2 Do
22 Dados os complexos z, = =1 - 3i, z,= 2ie z,= 1 —i determine:
a)z1+z_2
b)ZZ~Z_3
oz +z,

d)z, -z,
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CAPITULO 7
23 Na figura, P é o 24 Determine z € C que verifica a igualdade
afixodez, eQé Im(2) z—7Z=6i
o afixo de z,. Q , , ,
. , e 25 Determine z € C de modo que a igualdade a seguir
Determine o afixo : ) ) _ . _ .
de- ' ) seja verdadeira: 2z - i + 3 =2z — z + 2i.
a) z, -10 E Re(z) 26 Em cada caso, determine os complexos z que
b)z -z, 5 verificam a igualdade:
T z) S EP a) (z)°=7 o) (z)* = —2i
b)22=2-7-i
J

u Quociente de dois nimeros complexos na forma algébrica

Dados os nimeros complexos z, = a + bi e z, = c + di # 0, com a, b, c e d reais, vamos obter o

nuimero complexo z tal que z, - z = z,.

Fazendo z = x + yi, com x e y reais, temos:
,rz=z,=(+d) - xX+y)=a+bi=(x—dy) + (cy+dx)i=a+ bi =
Da definicdo de igualdade aplicada em * , obtém-se o sistema seguinte, nas incégnitas x e y:

z

{cx—dyza
dx+cy=b
ac + bd bc — ad

Resolvendo esse sistema, obtém-se: x = pr=arralil
ac + bd bc — ad
2 2 + 2 2
¢ +d ¢ +d
O numero complexo z obtido é chamado quociente de z, por z,, ou seja, se z, - z = z,, com z, # 0,

? + d?

Logo:z = x + i, isto é,z =

- Z
entao — = z.
z

2

, . z . . o
Mas o célculo do quociente 2—1 pode ser feito de maneira mais simples.
2

Not .z zz,  (atb)-(c—d)
oeque.z—zz— % B Ea

ac — adi + bci — bdi* _ ac + bd bc —ad .

= C2_d2i2 - C2+d2 + C2—|—d2 .

Assim:

: ., z e
Para se obter o quociente de dois nUmeros complexos (Z—1) basta multiplicar o numerador
2

e o denominador pelo conjugado do denominador, ou seja:

EXEMPLO 11

Em cada caso, determinemos a forma algébrica dos seguintes quocientes:

a)3—2i:3—2i'2—i:6—3i—4i+2i22 4 —7i _4 7.
2+1 0 240 2 4 — 4—-(=1) 5 5
J— | — N (—i 1 — 12 | — _

b) 1451 _ (=1 +5) (=) _ _ i=5i _ _1—=5(=1) —5 g

i i (=) B —i? —(=1)
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EXEMPLO 12

Determinemos o quociente de 5i por 3 — 4i:
5i _ 5i - (3 + 4i) _ 15i + 20i
3—4i (3 —4i)- (3 + 4i) 9 — 16/’
151+ 20(=1) _ _—=20+ 15i =_"i+§4
9 —16(—1) 25 5 5
- |

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

5 Determine o nimero real x de modo que z = — seja imaginario puro. Nesse caso, qual é o com-

plexo z? T
Solucao:
Expressando z na forma algébrica, temos:
_2-i_(2-0)-(0=x) :2—2xi—i+x12: Q=x—-@x+Ni _2-x _ 2x+1
T+x  (1+x)-(1—x) 1 — (xi)? 1 —x- i 1+x 1+%

Como z é um imaginario puro se, e somente se, Re(z) = 0 e Im(z) # 0, entdo devemos ter:

2 — X 2x + 1

= — 2

T+ 0 e " Trxe 70
De 1 ,temos:x —2=0=x=2
Substituindox =2 em 2 : — % = —1 # 0, isto é, x = 2 satisfaz a condicdo 2 .

Logo, z é imaginario puro se x = 2.

_ - _2—X 2x+ 1 . .
Se x = 2, entdo, como z = = = - |, temos:
1+ x 1+ x

=272 2240 -2
1+ 2° 1+ 2
_n\322
6 Calcule “Ifols)
Solucao:
_ 322 _ 27161 .
(1 .7102 _ [(1 =] =1 = 20 + '8 - {105 = (=2))1" . {15 =
! % Qual é a particularidade
! dos complexos (x + xi)" em
— (_2)161 . i161 . i105 — _2161 . i266 — _2161 . i2 - _ 2161 . (_1) — 2161 quexé um numero real
z : n&o nulo e n é um ndmero
Observe que, na passagem * , foi usada a regra préatica para natural par?

o célculo de poténcias naturais de i, estudada anteriormente.

9
EXERCICIOS {2 Gbemo
27 Escreva as seguintes expressoes na forma algébrica:
2L g =2 g3 2
5i 2+ 2 + 3i 3 —2i
2i 1 1 T+ i
—_— - + - —_
b) 5 & T h =T
3-7i i
375 D=
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CAPITULO 7

28 Dado o complexo z = 3 — 4i, determine:

a) oinverso de z; b) o conjugado do inverso de Z*; c) oinversode z - i.
29 Se o quociente de 3 + 2i pelo complexo z éigual a 1 — i, determine z.
0 . 240 .
30 Determine a € R de modo que z = 3 — 57 Sela imaginario puro.
2 + mi . . . , .
31 Sez = , determine o nUimero real m para que z seja um numero real. Nesse caso, qual é o valor

1=
de z?

1 +0)> ,
32 Mostre que = é um numero real.

(1 =1

g

3 Médulo

Dado o nimero complexo z = a + bi, com a e b reais, chama-se médulo

"o A

de z, e indica-se por |z| ou pela letra grega p (Ié-se: “r6"”), o nimero real ndo
negativo dado por:

|z| =p=+a®+ b’

EXEMPLO 13

Vamos calcular o moédulo de alguns nimeros complexos:

cz, =3 — 4 = |z, | =3+ (47 =425=5
"2,=3i=0+3i = |z|=40+3=49=3

©z, =2+ 2 = z| =22 +22=48=2\2
"z,=4=4+40-1 = p ={#+0=416=4
N L ey T
© 2= —5—05i = p, =52+ (=57 =42-25 =52

Interpretacdao geométrica do modulo

No plano de Argand-Gauss, seja M = (a, b) a imagem do niimero complexo
z = a + bi, com a e b reais, conforme mostrado na figura abaixo.

Im(z)
ML M(a, b)
b
o a .M1 Re(z)

Note que o triangulo OM,M é retangulo em M. .
Assim, pelo teorema de Pitdgoras, temos:
(OM)* = (OM,)* + (M,M)?
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ComoJ OM, =a , entao:
M,M = OM, =b

(OM)? = a® + b’ = OM =+a’ + b? = |z|

Portanto, conclui-se que:

Geometricamente, o médulo de um nlimero complexo é a
distancia de sua imagem a origem do plano de Argand-Gauss.

19) Vz,z,€C, |z,- 2| = |z,] - |zz|| |
z
— 1

_|z

z
23) Vz,z,€C,comz, #0, |-~
z

2|

® | EXERCICIOS RESOLVIDOS

7 Determine um nimero complexo z tal que Im(z) — Re(z) = 17 e |z] = 13.

2

Solucao:
Fazendo z = a + bi, com a e b reais, devemos determinar os nimeros reais a e b que satisfazem as con-

Im@z) —Re(z) =17=b—-—a=17=b=a+ 17 1
dicdes dadas, ou seja:
|z| =13=+a’>+ b2 =13=2a’+ b’ =169 2

Substituindo 1 em 2 , temos:
A+ @+17)?=169=a’+a’+34a+289=169=a*’+17a+60=0=a= —50ua=—12

a=-5=b=12=2z=-5+12i
Logo: J

a=—-12=b=5=2z=—12 + 5i
1

8 Represente geometricamente, no plano de Argand-Gauss, os seguintes subconjuntos de C:
a)A={z€(D; |z] =4}
b)B={zeC; |z+2i =1}
c) C= {z € C;
Solucao:

Im(z)

z-1] <3} 7

a) Fazendo z = x + yi, com x e y reais, temos:
Izl =4 Ty =4=X+y =16 - ° 4 Relz]

Logo, os pontos (x, y) que satisfazem a condicdo |z| = 4 perten-

cem a circunferéncia de centro na origem do plano de Argand-

-Gauss e raio de medida 4, representada na figura ao lado. -
b) Fazendo z = x + yi, com x e y reais, temos: Im(z)
[z +2i| =1 |x+yi+2i=1=|x++2i|=1=
S+ Y+22=1=2+(+27=1 ul_. Re(2)
Logo, os pontc_)s x,v) qut.a satisfazem a condicéo _|z + 2i] = 1 <}
pertencem a circunferéncia de centro (0, —2) e raio de medida

1, representada na figura ao lado.
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¢) Fazendo z = x + yi, com X e y reais, temos: Im(z)
|z=1|<3=|x+tyi—1]<3 =

= |[x=1) +yi| <=3=2Ax - 1?2 +y <3=

= k-1 +y' <9 = o 1 4 Rel2)
Logo, os pontos (x, y) que satisfazem a condicéo [z — 1] <3
pertencem ao circulo de centro (1, 0) e raio de medida 3, repre-
sentado na figura ao lado.
)
EXERCICIOS {2 Siieo
33 Calcule 0 médulo de cada um dos nimeros complexos:
a)z=2+i ) z=—4+3i e) z=—243 —2i
— & - _ S B
b) z = 5i dz=-4 f) z 7 4|

34 Entre os nimeros complexos 2 + 3i, 3+, 1, =2, 4ie — %i, qual possui 0 maior médulo?

35 Determine o médulo de cada um dos seguintes nimeros complexos:
a)z=(2—3i)- (4 + 6 )z=2-i"

3i . .
b) z= - d)z=2i(—1+2i
) 1T+ ) ( )
36 Sao dados os nimeros complexos z, =x+ 3iez, =2+ (x — 1)i, nos quais x € um nimero real. Determine
x para que se tenha |z, | = [z,].
37 No plano de Argand-Gauss representado ao lado, A e B so as respectivas imagens Im(z) A
dos nimeros complexos z, e z,. o N
Determine o médulo de: 0 2 3 Relz)
a) z, +z, b)z, — z, €z -7z I iB

38 Represente geometricamente no plano de Argand-Gauss os seguintes subconjuntos de C:

a)A={zEC; z|=0} d)D={zE(E; z|<4}
b)B:{zEC; z|=10} e)E={zEC; z|>2}
oc={zec; |z-2| =4} f) F={zeC |z+i| =2}
\ J

3 Argumento e
. . . M(a, b)
No plano complexo, sejam M a imagem de um complexo z = a + bi, A
nao nulo, e N a intersecdo da circunferéncia A, de centro na origem O do y
plano e raio OM, em que OM = p = |z]|, com o semieixo real positivo. = Y T
Chama-se argumento de z qualquer angulo 6 que corresponde a um Re(z)
arco de A, de origem N e extremidade M, conforme mostrado na figura
ao lado.
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Indica-se: ® = arg z
Em particular, se 0 < 0 < 2m, diz-se que 6 é o argumento principal de z.

Observe na figura abaixo que o triangulo OM M ¢ retangulo.

Im(z)
cos 6 =

oo © o

y 5 sen @ =

0 a '\IA] Re(z)

Representacoes geométricas do argumento principal

Observe a seguir as representacdes geométricas do argumento principal 8, em que 0 < 6 < 2.

Im(z) Im(z)
M .
oM
19
te N
0] Re(z) o Re(z)
M € 12 quadrante M € 22 quadrante
Im(z) Im(z)
d N
o] R 0 R
\ e(z) ek e(z)
o M M
M € 32 quadrante M € 42 quadrante
Im(z) Im(z)
=0 f\9= T
0 M Re(z) M o Re(z)
M pertence ao eixo real
Im(z) Im(z)
M
T
=% o= 31
2
N N
(0] Re(z) \\ (0] Re(z)
M

M pertence ao eixo imaginario
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OBSERVACOES &)

° Se z ¢ um numero complexo ndo nulo cujo argumento principal € 8, entdo todos os angulos congruentes a ele sdo
argumentos de z, ou seja:

~

0=argz=0=06,+ k-2, emquek €Z

Assim, a notagdo arg z = 6 pode ser usada para indicar o argumento principal de z (quando k = 0) ou para indicar
qualquer outro argumento de z (quando k # 0).

* Dado o ndmero complexo z = a + bi, com a e b reais:

*sez =0, entdo M = (0, 0) é a imagem de z no plano complexo, ou seja, ndo fica definida a circunferéncia A, ja
que p = OM = 0. Nesse caso, nao se define o argumento de z.

* z é um numero real positivo S argz =k-2n,emquek e Z
° z é um numero real negativo =3 argz=m + k- 2w, emquek €Z
* z é um imaginéario puro e Im(z) > 0 =S argz :§+ k-2m emquek e Z
° z é um imaginario puro e Im(z) < 0 = argz = —%-ﬁ- k-2m, emqueke Z
. J
EXEMPLO 14

Em cada caso, determinemos o argumento principal dos nimeros complexos dados:
a) z, =4+ 4i
Como a=4,b=4ep=+a’+ b? temos:
p=V+42=p=1442
4

Im(z)

cos 6 = cos 6 =

sen 6 = senh = —— =

Q |
2 Q
a3 ;
2

o|loo|o

42
4
442

o
N
=
o
N
a3

= 0 € 12 quadrante = 6 = 45° ou % rad

b) 2, = 4 — L

Outro modo de calcular 8, argumento principal de um Im(z)
numero complexo z, pode ser o seguinte:

Primeiramente vamos determinar a medida (o) do angulo
mostrado na figura. Para isso, temos:

ey ara; _ [ 1y v _ 2 A2 AN Re(2)
e S R W%

Usando trigonometria no tridangulo retangulo, temos: X777 I

=
~N
A

"
1 373
_ 3 2 seeug o
sen o = Cos o = £ =5 = a=45oua = 7 rad
3
Como o afixo de z, é l\/l(— 1—, - L) ou seja, M € 3¢ quadrante, entao:
3 3 Im(z)
=0+ 180°=6 =45 + 180°=>6=225°ou9=%rad
C) 23 — _9 '/\6=180°
Como z, é um ndimero real negativo, entéo: M(=9,0 |0 Re(z)
6 = 180° ou 6 = m rad
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d) z,=2— 23
Comoa=2,b=-2V3 ep =+a’+ b?, temos: Im(z)

p=A22+(-2B)=p=4
2 1
cos O = cose—z—7 )
= i /1N 2
) ;
sen 6 = sen O =TJ§= —g Q, o ' Re(z)
—2431------- E
— 0 = 300°0u 6 =%rad M(2; —2+3)

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

9 Os pontos A, B e C, representados na figura ao lado, sdo vértices de um

B
tridangulo equildtero inscrito em uma circunferéncia de centro na origem do
plano de Argand-Gauss e raio de medida 2 cm. Determine a forma algébrica

dos niimeros complexos z,, z, e z_ cujos afixos séo A, B e C, respectivamente. 0 A Rel)
Solucao:
Observe na figura ao lado que: C

* como A, B e Csdo vértices de um triangulo equildtero, temos:

o |loo|w

med(AOB) = med(BOC) = med(COA) = 120° = 'Bm(z)
= oo = med(BOM) = 180° — 120° = 60° 5 \
oM
cos60°=|2—|:|OM|=2-%=1 0,
* ABMO é retdngulo = IBM| 3 M O 2 /A Rel
sen 60° = —— = |BM| =22 =3
2 2 o

Assim, temos:

A pertenceaoeixoreal > A=(2,0) =z, =2

B(x,, y,) € 22 quadrante (x, <O ey,>0)=x, = —|OM|=—1ey,= [BM| =3 =2, = -1 +i{3
C(x,, y,) € 32 quadrante (x, <Oey, <0)=x, = —|OM|=—ley,= —[BM| = —y3 =2z, = -1 — {3

)
EXERCICIOS {2 Beane

39 Determine o argumento principal de cadaum dos 40 A figura apresenta, Im(z)

seguintes nimeros complexos: no plano complexo, Py P,
a) z=+3 +i g9)z=-3-3i43 um hexagono regu-
b) z =443 — 4i h)yz= -6 lar inscrito em uma P,

Q) z=-2+2i ) 2= —iv2 cir.cunferéncia cujo P& 7 Re(z)
_ ) i raio mede 4.
d)z=-2+23 )z=- 4 Determine o argu- P, P,
e z=— a 1—i mento principal dos
2 2 complexos z,, z,, z,, Z,, Z, € Z, cujas respectivas
f) z=72i imagens sao os vértices P, P,, P,, P,, P_ e P,.
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I3 Forma trigonométrica ou polar

Sez = a + bi, com a e b reais, € um nimero complexo ndo nulo, sabemos que 6 = arg z satisfaz
as condigdes:

cost%:azpmosG 1

sene=%:>b=p-sen9 2

Assim, substituindo ‘1 e 2 emz = a + bi, temos: z=p - cos 6 + (p - sen 0)i
Obtemos entdo uma nova expressdo para um ndmero complexo, que é chamada forma trigonomé-
trica ou forma polar de z:

z=p - (cos6 +i-senb)

Vejamos agora a igualdade de nimeros complexos dados na forma trigonométrica.
Dados z, = p, - (cos ®, + isen6,) ez, =p, - (cos 6, + isen B,), dois nimeros complexos, podemos
concluir que:
z,=2,op,=p,e0, =60, +k-2n, comkeZ

De fato: z, = p, - (cos O, +isen®,) =p, -cosO, +p, -isenO, 1
z,=p, (cos®, +isenB,)=p,-cosB, +p,-isend, 2
Assim:
_ p, cosO, =p,-cosb, p2-cos’ @, =p’-cos’0, 3
4L =4 . = . 2 2 _ 2 2
p,-sen6, =p,-senb, p;-sen” 6, =p;-sen 0, 4
Adicionando membro a membro (3 e 4, temos:
p? - (cos’ O, +sen’B,) = p2 - (cos’ B, + sen’6,) = p? = p> = p, =p,
Cos 6, = cos 6,

Sene1=5enez=>91=92+|<-2n,comk€Z.

De'l e Z,temos:{
Em outras palavras:
Dois nUmeros complexos sdo iguais se, e somente se, seus

modulos sao iguais e seus argumentos sao congruentes.

EXEMPLO 15

Vamos escrever os nimeros complexos seguintes na forma trigonométrica:

a) z=3+3i Im(z)
Sez = 3 + 3i, temos:
=TT T =372 - A MG.3)
_ 3 _A42 'bgﬂi

COSB__J—_T 4|

. 342 a3 =0€e 19quadrante:>9=%rad 0 3 Re(2)
seneziz_z

32 2
Logo, z = p(cos © + i sen e):>z=3«/§<cos%+isen%>
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b) z=4— 43 Im(2)
Sez = 4 — 43, temos:

p=A4+(-443)2 =8
_4 _ 1 .
cose—g— > 300(\

=
—4 [ ON /) oo Re(z)
seng——3 _ 3 VN eo

= 0 € 42 quadrante = 6 = 300°
Logo, z = p(cos 6 + isen ) =
= z = 8(cos 300° + i sen 300°)
Note que, como 6 € 42 quadrante, poderiamos usar qualquer arco congruente a 300° (ar-

gumento principal) para escrever z na forma trigonométrica, ou seja, z poderia ser expresso,
por exemplo, como: z = 8[cos (—60°) + i sen (—60°)].

M(4, —4+/3)

EXEMPLO 16

Dados os numeros complexos na forma polar, vamos expressa-los na forma algébrica:
a) z = 4(cos 120° + i sen 120°)

cos 120° = —cos 60° = — %
Como e , temos:

sen 120° = sen 60° = g

;= 4(—% + |§) isto &,z = —2 + 2iW3

sen

120°_—

cos

|

b)z=4(cosn+isenn)
Comocosm = —1esenm = 0, temos:
a0 e é = —
z—4 1+1i-0),istoé, z 7

(=1,0) cos

197
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Q z= 2<cos % + isen E) sen

2
2
Como e , temos:
2
2

cos

Dado um ndmero complexo na forma algébrica, como
vocé procederia para escrevé-lo na forma polar, no caso de
0 argumento ndo ser um arco notavel?

® | EXERCICIO RESOLVIDO

10 Determine a forma polar dos nimeros complexos x e y que satisfazem o sistema:

2Xi +y=—3 +i
X+yi=—1
Solucao:
{2xi+y=—3+i 1
xtyi=—-1=x=-1—-yi 2

Substituindo 2 em 1 , temos:
2—1 —y)+y=-3+i=-2i—2yl+y=-3+i=23y=-3+3ioy=—1+i
Comox=—1 —yientdo: x=—1—(=1+Di=—-1+i—-P=x=i
Determinemos a forma polar de x e y:
* x = i éimaginario puro e sua imagem pertence ao eixo imaginario. A forma trigonométrica de x é:

x = cos 90° + i sen 90°

cy=—1+iesuaimageméopontoM(—1,1)=p=+(—12+12=p=42

—1 J2 Im(2)
cos 6 = -5 "
Assim, temos: e =0 =135° N ! -
1 2 ] \
senf = —=—— :
2 2 : Re(z)
Logo, y = 42 (cos 135° + i sen 135°).
Portanto, na forma polar, as solucdes do sistema sdo:

X =cos90° +isen90° e y = 2 (cos 135° + i sen 135°)
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8 )
EXERCICIOS {2 i

41 Escreva os seguintes nimeros complexos na forma trigonométrica:

__5{3 .5, - N o= A3
a)z= > +2| e) z 4 i) z ( T 4)
b) z = 2i f) z=3-3i Doz=01—iy
z=1-iy3 g)z=(-55)
IR EF -
d) z= > + > i h) z i
42 Dado o nimero complexo z = ﬁ + 1T pede-se:

a) as formas algébricas de z e 27

b) as formas trigonométricas de z e 7.

43 Obtenha a forma algébrica de cada um dos seguintes nimeros complexos:

a) z = 4(cos 120° + i sen 120°) e) z=cos 210° + isen 210°

6 (cos 45 | son 4T = [cos 5 1 jsen 5T

b)z—6<c053+|sen3) f) z 2(cos6+|sen 6)
c) z = 3(cos 90° + i sen 90°) g) z = Y2 (cos 135° + i sen 135°)
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44 Se x e y sdo numeros complexos, escreva as solucdes dos sistemas seguintes na forma polar.
X+yi=-—1-2i 2x +yi=0
a _ _ b) < . .
2xi+y=1+I Xi+y=3-3i3
45 Sabe-se que a medida do lado do quadrado ABCD ¢ 10. Obtenha a forma polar dos nimeros complexos
cujos afixos sdo os vértices desse quadrado. Expresse as medidas dos respectivos argumentos, em radianos.

Im(z)

Re(z)

Seja z um numero complexo cuja forma polar éz = p - (cos 6 + i - sen 0).
Determine o conjunto solucéo da equacdo z° + |z| = 0.



