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3 Introducio

Frequentemente recorremos a objetos do nosso cotidiano
para compreender conceitos geométricos. A visualizacdo e a
medicdo desses objetos sdo estratégias para a descoberta e
compreensdo de propriedades geométricas.

Em situacbes tais como calcular a quantidade de pisos ne-
cessaria na reforma de uma cozinha, o custo para envernizar a
superficie de uma porta, ou, ainda, o custo envolvido na con-
feccdo de um quadro, as quantidades envolvidas dependem
do calculo de areas de superficies planas. As imagens desta
pagina sao exemplos de aplicacdes desses calculos.
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Fotografias em exposicao.

Colocacéao de pisos. Fachada colorida, Pelourinho, Bahia, 2013.

Neste capitulo, vamos revisar um contetido estudado no Ensino Fundamental: o calculo de areas de

superficies planas delimitadas.

De modo geral, area é a medida da extensao de uma superficie, expressa em uma unidade padréo
preestabelecida (correspondente a &drea de um quadrado de lado unitério, isto é, de um quadrado cujo

lado mede 1).
Mas como sao definidos os padroes de medida?

Unidade (SI)

E o Sistema Internacional de Unidades (SI) que estabele-

ce as unidades béasicas de medidas e as unidades derivadas,
as quais podem ser expressas a partir das unidades de base.

Particularmente, estaremos nos referindo a unidade basica

de comprimento — o metro — e as unidades dela derivadas,
conforme mostrado ao lado.

Grandeza Nome Simbolo
comprimento metro m
superficie metro quadrado m?
volume metro clbico m3
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Areas de figuras planas

O Sistema Métrico Decimal, criado durante a Revolucdo Francesa, e o depdsito de dois padrées de platina
nos Arquivos da Republica, em Paris, em 22 de junho de 1799, representando o metro e o quilograma,
podem ser considerados como a primeira etapa que levou ao atual Sistema Internacional de Unidades. No
Brasil, o sistema métrico decimal foi oficialmente introduzido em 1862.

Atualmente, usa-se a seguinte definicdo de metro, adotada pela Convencdo Geral de Pesos e Medidas,
em 1983:

Metro é o comprimento do trajeto percorrido pela luz, no vacuo, durante um intervalo de tempo
1

de 599792458

de segundo.

Vamos agora estabelecer algumas relacdes entre certas unidades de medida:

Tm=10dm =
- 1(m) - 1(m) =(10dm)- (10 dm) =1 m?=100dm?=10?2dm?
1(m)-1(m)- 1T(mM)=(10dm)- (10 dm) - (10dm)=1Tm*=1000dm>*=103dm?

- 1(m) - 1( (100cm) - (100cm) = 1m?=10000cm? = 10*cm?
1(m)-1(m) - 1(m)=(100cm)-(100cm) - (100cm)=1m?>=108cm?

3
I

3 Area do retangulo

A figura & esquerda representa o retdngulo ABCD. Supondo que o lado AB mede 4 u.c. e o lado BC mede
5 u.c. —em que u.c. é a unidade de medida de comprimento —, podemos dividir o retdngulo em 20 pequenos
quadrados, cada um dos quais com 1 unidade de medida de superficie (ou, simplesmente, unidade de
area; indica-se por u.a.), conforme figura a direita.

A D A D

h 1 unidade de medida de
superficie (1 u.a.)

Assim, a area (A) do retangulo ABCD é: A = (5u.c.) - (4u.c) =20 u.a.
Se, num retangulo ABCD, chamamos:
- A: area da superficie limitada pelo retangulo ABCD ou, simplesmente, &rea

do retangulo ABCD;

« b: medida da base BC; De modo geral e sem

. : n. perda de generalidade,
h: medida da altura AB; 2 expressa0 A — b - h

temos: também pode ser usada
A=b-h para calcular a drea de
retangulos nos quais as

, . L ) medidas dos lados s&o
A drea de um retangulo é igual ao produto da medida expressas por niimeros

da base pela medida da altura. reais positivos.
§ Y,
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230 CAPITULO 12

EXEMPLO 1

Vamos calcular a area de um retadngulo cujas dimensoes sdo: 13,4 cm e 0,25 m.
Como, para o calculo da &rea, as dimensdes devem estar em uma mesma unidade, entdo, lem-

brando que 1 m = 100 cm, temos:

b=13,4cmeh=0,25:-100cm = 25 cm
Assim, A=b-h=A=(13,4cm) - (25cm) = A = 335 cm?.

Ou, ainda, nocasode b = 13,4 - 11% m = 0,134 meh = 0,25 m, temos:

A=(0,134m)-(0,25m) = A = 0,0335 m?

B Area do quadrado

¢
Como todo quadrado é um retangulo cuja medida da base é igual a medida - H
da altura, a férmula da area do retangulo pode ser usada para obter-se a ex-
pressao da area de um quadrado. ¢
Dessa forma, se € é a medida do lado de um quadrado, entdo, se b = ¢
e h = ¢, temos: gl B

A=b-h=A={( (= A=

A drea de um quadrado é igual ao quadrado da medida de seu lado.

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

1 Um artesdo pretende usar retalhos para fazer uma colcha de formato retangular com as seguintes

5/

1 Determine a area de:

dimensoes: 2,40 m de comprimento por 1,80 m de largura. Se os retalhos forem recortados em pe-
dacos quadrados, cada qual com 20 cm de lado, quantos pedacos serdo necessarios para compor tal
colcha?
Solucao:
* Determinemos a area A, da superficie da colcha:

A=b-h=(2,40m)-(1,80m)=4,32m?
* Seja n o total de pedacos de retalho que deverdo compor a colcha.

Cada pedaco devera ter a forma de um quadrado de 20 cm de lado, entdo a area A, de sua superficie é dada por
A, =¢€>=(20cm) - (20 cm) = (0,2 m) - (0,2 m) = 0,04 m?,

Como as medidas de comprimento e largura da colcha sdo divisiveis pela medida do lado do retalho, a area
da superficie dos n pedacos reunidos — que deverdo revestir os 4,32 m?> —seraigualan - A,=n- 0,04 m?,

Logo, como devemos tern - A, = A, entao n - 0,04 = 4,32, ou seja, n = 108 pedacos.

EXERCICIOS £ Hoane,

a) um retangulo cujas dimensdes sdo 6,5 cm e 12 cm;
b) um quadrado cujo lado mede 543 m;
¢) um retdngulo cuja base mede 16 dm e cuja diagonal mede 20 dm;




d) um quadrado que tem 24 m de perimetro;

e) um retangulo cuja diagonal forma um angulo de
30° com o lado que tem 12 dm de comprimento;

f) um quadrado cuja diagonal mede 542 mm.

Um mapa de certa regido foi construido na escala
1:20000, isto é, cada centimetro no mapa cor-
responde a 20000 cm = 200 m de medida real.
Determine, em metros quadrados, a area real de
uma chacara que, nesse mapa, é representada por
um quadrado cujo lado mede 0,3 cm.

A figura apresenta uma malha quadriculada em
gue a medida do lado de cada quadradinho é
2,5 u.c. (unidades de medida de comprimento).
Determine a area da regido colorida.

Um jardim tem a forma de um retangulo cujas di-
~ . . . 3 L
mensdes estdo entre si na razao T Se esse jardim

tem 28 m de perimetro, determine sua area.

Um azulejo tem a forma de um quadrado cuja
diagonal mede 1542 cm. Se as paredes de um
salao de formato retangular, cujas dimensodes sao
(54 m) X (4,5 m), deverdo ser totalmente revesti-
das por tais azulejos, entdo, supondo que nenhum
deles se quebre no ato da colocagdo, quantos
azulejos serdo usados?

Na figura, a regido colorida representa uma pis-
cina de formato quadrado, construida no quintal
de uma casa. Pretende-se reduzir de 2 m as di-
mensdes da superficie dessa piscina, de modo que
ela passe a ocupar 36% da érea do quintal. Se o
quintal tem a forma de um quadrado cuja area
é 225 m?, determine quantos metros quadrados
aumentara a superficie do quintal ndo ocupada
pela piscina.

Areas de figuras planas

7 Sobre uma mesa plana de formato retangular,
um arquiteto montou a maquete de um projeto
de construcdo de um edificio. Sabendo que a
superficie dessa mesa tem 52 dm de perimetro e
areaigual a 144 dm?, determine suas dimensoes.

8 A figura abaixo mostra a planta baixa da cozinha
e da area de servico de um apartamento.
Considerando desprezivel a espessura das paredes,
determine a érea total da superficie das dependén-

cias mostradas.

9 Na malha quadriculada apresentada abaixo, as
regibes sombreadas — I, II, III e IV — represen-
tam as superficies de quatro sitios planos onde,
respectivamente, os irmaos — Artur, Lucas, Edson
e Luiza — pretendem construir suas casas.

II

IIT

v

Sabendo que a area total da malha é 36000 m?,

responda:

a) Quais sitios tém perimetros iguais?

b) Qual dos irmaos pretende construir no sitio que
tem a superficie de maior &rea? Qual é a area

dessa superficie?

ADOLAR
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CAPITULO 12
10 Afranio dispde de um terreno plano e de formato utilizado o menor nimero de ladrilhos inteiros,
retangular. Pretendendo vendé-lo, dividiu-o em pergunta-se:
4 lotes retangulares cujas medidas das superficies, a) Quantos ladrilhos deverdo ser colocados?
em metros quadrados, séo indicadas na figura b) Qual a 4rea da superficie de cada ladrilho?
seguinte:
13 Paulo e Carlos possuem tabletes de chocolate de
750 300 formas quadrada e retangular, respectivamente.
O tablete de Paulo tem 12 ¢cm de perimetro e o
600 X de Carlos tem a medida da base igual ao triplo da
medida da altura e perimetro igual a 12 cm. Saben-

do que os tabletes possuem a mesma espessura e
que Paulo propos a troca com Carlos, verifique se
é vantagem para Carlos aceitar a troca.

Se o metro quadrado de cada lote for vendido por
R$ 86,00, determine o preco de venda do lote cuja
superficie tem X m? de area.

11 Para a apresentagao de um espetaculo ao ar livre, 14 Trés mesas, cujos tampos tém a forma de um qua-

foi destinada aos espectadores uma area retangular dradol foram justapostas lado a |adol conforme é
medindo 180 m de comprimento por 60 m de lar- mostrado na figura abaixo.

gura. Supondo que uma Unica pessoa ocupe uma

area média de 2500 cm?, qual é o nimero maximo 11 r{ L 0om

de pessoas que poderdo assistir ao espetaculo na Q

area reservada? Q Q,

12 O piso retangular de uma sala, com 9,60 m de

comprimento por 4,50 m de largura, deve ser Sabendo que as éreas das superficies dos tampos
revestido com ladrilhos quadrados. Admitindo- dessas mesas somam 7,06 m?, determine a area
-se que nao haverd perda de material e que serd de Q (superficie do tampo da maior mesa).

\ J

3 Area do paralelogramo

Determinemos a area do paralelogramo ABCD, representado na figura 1, em que b e h s&o as medidas
da base e da altura, respectivamente. . b

Observe que, projetando-se os vértices A e D sobre a reta BC, obtém- A/
-se 0os pontos P e Q, respectivamente, ficando assim determinado o
retangulo APQD, como é mostrado na figura 2.

Note que os tridngulos APB e DQC sdo congruentes e, portanto, B
tém &reas iguais.

Assim, a area do paralelogramo ABCD é igual a area do retan-
gulo APQD, ou seja:

'D

b
figura 1

b

b
A area de um paralelogramo é igual ao produto figura 2
da medida da base pela medida da altura.

Se Q é o conjunto de todos os quadrados, P é o conjunto de todos os paralelogramos
e R é o conjunto de todos os retangulos, é correto afirmar que Q C R C P?
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EXEMPLO 2

Vamos determinar a drea do paralelogramo ABCD, representado na
figura, considerando que a unidade das medidas seja o centimetro.

Note que a altura do paralelogramo é a perpendicular AH & reta
suporte do lado BC, tracada pelo vértice A.

Como o triangulo AHB é retangulo, entao, pelo teorema de Pitagoras,
temos:

AH?+ HB? = AB? = AH? = 152 — 92 = 144 = AH = 12 cm

Logo, a area de ABCD é:
A=BC-AH=(6cm) -(12cm) =72 cm?

8
EXERCICIOS {2 Hoane,

15 Em cada caso, determine a &rea do paralelogramo ABCD, considerando que a unidade das medidas indicadas

€ o centimetro.
10 D

a) 15 D ()

60°

b) A D

10

B

16 A superficie plana de um jardim, no formato de um paralelogramo cujos lados medem 8 m e
12 m e formam entre si um angulo de 60°, deve ser coberta de grama. Qual é a area desse jardim?

17 Afigura abaixo apresenta o esquema de um projeto para a construcdo de um jardim, em um terreno plano
de formato retangular (ACDF), cuja superficie tem 504 m?.

A B C

Nesse esquema, a regido destacada (ABDE) é um paralelogramo que representa uma passagem para pe-
destres que dividird o jardim em dois canteiros triangulares (AFE e DCB).

Se AE = 30 me AF = % FE, qual serd a area da passagem para pedestres?
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CAPITULO 12

3 Area do triangulo

Seja o triangulo ABC, cuja base AC mede b e a altura relativa a essa base mede h, representado na
figura abaixo.

Note que as respectivas retas paralelas aos lados AC e AB, tracadas pelos vértices B e C, intersectam-se
no ponto D, determinando assim o paralelogramo ABCD, cujas medidas da base e da altura séo b e h,
conforme mostrado na figura abaixo.

Como AB = DC, med(BAC) = med(BDC) e AC = DB, os tridngulos ABC e DCB sao congruentes e, por-
tanto, suas areas sao iguais.
Logo, a area do triangulo ABC é igual a metade da area do paralelogramo ABCD, ou seja:

A area de um triangulo é igual a metade do produto
da medida da base pela medida da altura.

OBSERVACAO

De modo geral, se h, h, e h_séo as respectivas medidas das alturas relativas aos lados de medidas a, b e ¢, temos:

a-h,

A= ou A= he
2

C
ou A=——
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Casos particulares
Area do triangulo retangulo

Observga figura que, no triangulo ABC, o cateto AB é a altura relativa
ao cateto AC. Assim, se AB = ce AC = b, a drea Ado triangulo é dada por:

Area do triangulo equilatero
Se € é a medida do lado do triangulo equildtero ABC, representado na
figura, temos:

AH é altura e mediana relativas ao lado BC =

AH 1 BC
BC €

H ¢ o ponto médiodeﬁ:mc=7: :

Aplicando-se o teorema de Pitdgoras no AAHC, temos:

0\ 2 30 3
2 — K2 — 2 — p2 .~ —
¢ h+<2)=>h o-g=sh=5
Logo,A=—b.h=L-€-—€“/§=> A=—€2”/§
2 2 2 4

2 Determine a area do quadrildtero ABCD representado na figura, sabendo que:
AB =6cm; AD =10 cmﬁdiagonal AC determina com os lados AD e CD
angulos de 60°; e o lado BC é perpendicular ao lado AB.

Solucao:

A area A do quadrilatero ABCD é tal que A=A + A, emque A e A,
sao as areas dos triangulos ACD e ABC, respectivamente.

¢ Calculo de A;:

Como med(ACD) = med(DAC) = 60°, entdo med(ADC) = 60°, ou seja, o AACD
é equilatero e sua area é dada por:

-3 102 43
T:AWZT

Logo, a area do tridngulo ACD é 2543 cm?.
¢ Calculo de A,

A = = A =253

Como o AABC é retangulo em B, entédo, pelo teorema de Pitdgoras, temos:
AC =BC+ AB2=102=BC + 6> =BC=28
. 1 1
A55|m,A2=?(BC) “(AB) = A, =5 8- 6=A,=24
Entdo, a area do triangulo ABC é 24 cm?.
Logo, a area do quadrilatero ABCD é A = A + A = (25«/?—1— 24) cm?.
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)
EXERCICIOS

18 Determine a 4rea de cada um dos tridngulos
representados nas figuras seguintes, nas quais
a unidade das medidas indicadas é o metro.

A A
a) d)
8 8
B 8 ¢ BE O

A A
] W6
b) e)
12 12 B c
B = C

)

19 Calcule a 4rea do tridngulo em cada um dos se-
guintes casos:

a) Amedidadeumlado é 12 cm, e a altura relativa
a esse lado mede 8 cm.

b) As medidas dos ladosséao 8 m, 10 me 14 m.

c) O triangulo é equildtero, e os lados medem
6dm.

d) O triangulo ¢é isésceles, os lados congruentes
medem 12 m, e o outro lado mede 6 m.

e) O triangulo é retangulo, e os catetos medem
3,6 cme 4,8 cm.

f) O triangulo é retangulo, com um dos catetos
e a hipotenusa medindo 12 dm e 18 dm,
respectivamente.

g) Dois lados, que medem 14 m e 18 m, determi-
nam entre si um angulo que mede 30°.

20 Sabe-se que para desenhar uma bandeira, inicial-
mente, Valentina dividiu uma folha de papel em
guadradinhos congruentes e, depois, para poder
pinta-la, apagou parte do quadriculado para que

@ FACA NO
X9 CADERNO

ela ficasse da forma como é mostrado na segunda
figura.

—
QT/ZAPT

Se as dimensoes da folha eram (0,24 m) X (0,28 m),
determine a area da superficie triangular da bandeira,
em centimetros quadrados.

21 Sobre a figura ao lado B
sabe-se que ABCD é um
quadrado, AB = 6 cm
e C é ponto médio do
segmento AE. D C

Determine a area do
triangulo BCE, em cen-
timetros quadrados. E

22 Asuperficie do tampo da mesa mostrada na figura é
um quadrado, composto de quatro triangulos isés-
celes congruentes cujos lados congruentes medem

342
5 m.

AT/ZAPT

Determine a area da superficie do tampo dessa
mesa.

23 Determine a drea de um tridngulo retangulo tal que
a soma das medidas dos catetos éiguala28 cmea
soma dos quadrados das medidas dos trés lados é
igual a 800 cm?.
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24 Na figura abaixo, o retangulo ABCD foi dividido da de seus 25%, que porcentagem de acréscimo
em quadrados de 2 cm de lado. sofrerd a area de ABC?

A B 27 Katia levou 20 pecas de seu enxoval a uma cos-
tureira, para que ela confeccionasse e aplicasse,
em cada peca, o monograma mostrado na figura
abaixo.

2 2
/ B cm am
D C 5cm g(

Qual é a area da regidao sombreada, em centime-
tros quadrados?

25 Em um terreno, com a forma de um tridngulo 2cm 2cm
retangulo cujos catetos medem 32 m e 27 m,
pretende-se construir um edificio de base retan- Considerando que para fazer esse monograma a
gular, de lados paralelos aos catetos. Quais devem costureira cobra pelo tecido usado, ao custo de
ser as dimensdes da base desse edificio de modo R$ 120,00 o metro quadrado, e pela sua mao
a haver maior aproveitamento do terreno? de obra, R$ 7,50 por monograma confeccionado

26 Um triangulo equilatero ABC tem 8 cm de lado. Se e aplicado, determine a quantia que Katia devera
a medida de cada lado desse triangulo for acresci- desembolsar pelo servico contratado.

|\ J

3 Area do losango

Considerando que o losango é um paralelogramo cujas medidas dos lados
sdo iguais e as diagonais sdo perpendiculares entre si, observe na figura que x
ele pode ser decomposto em quatro triangulos retangulos congruentes e P
sua area é a soma das areas desses triangulos.

Assim sendo, no losango PQRS, se D é a medida da diagonal maior e d
é a medida da diagonal menor, a area A de sua superficie é tal que:

S
<
[—C ——
1
1
1
1
% X !
1
1
1
'
1
=] 1
1
[eX

A drea de um losango é igual a metade do produto
das medidas das diagonais.

EXEMPLO 3

Vamos determinar a drea do losango cujo lado mede 6 dm e um dos angulos internos mede 120°.
Se d e D séo as respectivas medidas das diagonais menor e maior do losango representado na
figura da pagina seguinte, temos:

AO = d eBO=R

> 2,ouseja,d=2-AOeD=2-BO
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Como o triangulo AOB é retangulo em O, temos:

0s60° =2 1 _A0 _ np_3
A2 6

. _BO 3 _BO i

sen 60 ——AB:>—2 _6 = BO = 343

Assim:

d=2-A0=2-3=6e D=2-BO=2-3V3 =643

A diagonal menor mede 6 dm e a diagonal maior mede 643 dm.

D-d _(6v3 dm)- (6 dm)

Logo, a area do losango ABCD é: A = > = 5

B
6/
>60° r‘

------- B C
60° O
D

= A =183 dm?

OBSERVACAO @)

-

Acompanhe outra opcao de resolugdo do exemplo 3:

Observe na figura que o AABC é um tridngulo equildtero de lado 6 dm. Assim, temos:
AC? - 43 6 dm)? - 43
3 =M:>Amac:9“/§dmz

=—— oA

ABC ABC
4

Como a area do losango é A =2 - A, entdo A = 1843 dm?.

ABC’

Existem losangos que
sao retangulos?

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

3 Francineide usou uma folha de papel quadriculado para desenhar a bandeira do Brasil. Desconhecendo
as reais dimensoes da bandeira brasileira, ela iniciou o seu desenho construindo o losango central para,
entdo, pintar de verde a sua parte externa, como é mostrado na figura abaixo.

Se as dimensdes da folha sdo 10 cm X 16 cm, determine:
a) a medida do lado do losango;

b) a drea da regido pintada de verde.

Solucéo:

dT/ZAPT

#® pexse s,

Vocé conhece as nor-
mas para a confeccao
da Bandeira Nacional?
Pesquise sobre os cri-
térios relacionados a
dimensao, cores e posi-
cionamento das figuras
geométricas, das letras
e das estrelas.

a) Como as dimensbes da folha sdo 10 cm X 16 cm, entdo a medida do lado de cada um dos 40 quadra-
dinhos é 2 cm. Assim, D = 12 cm e d = 6 cm sdo as respectivas medidas da diagonal maior e menor do

losango.
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Considerando o triangulo retangulo MOQ, se € é a medida do lado do losango, temos:

I 1 6 |

ZAPT

M

Lecoei=c2g

'
&

10[ | N5

2 2 2 2
€2=(%> +(%> =<%) +<%> =36+9=45=¢=345

Logo, o lado do losango mede 345 cm.
b) Se A é a area da regiao pintada de verde, A, a area da folha de papel, e A, a area do losango, temos:

A, = (10 cm) - (16 cm) = 160 cm?

_D-d_ (12cm)-(6cm)
2 2 2
Como A=A — A, entéo A = (160 — 36) cm? = 124 cm?.

A = 36 cm?

2
EXERCICIOS {2 AN,

28 Em cada caso, determine a area do losango ABCD, considerando que a unidade das medidas indicadas é
o decimetro.

b) )

A

< GRRREEEEE s
B

29 Determine a 4rea do losango sob as seguintes condigdes:
a) A medida do lado é 8 cm, e uma das diagonais mede 12 cm.
b) O perimetro é 40 dm e a diagonal maior mede 16 dm.
c) O perimetro é 60 cm, e dois lados formam entre si um angulo de 120°.

d) As diagonais estdo entre si na razdo % e o perimetro é 50 m.

30 Em um mapa, feito em uma escala de 1 : 9000000, certo municipio aparece representado por um
losango cujo lado mede 1,25 ¢cm. Sabendo que as medidas das diagonais estdo entre si assim como
3 estd para 4, determine a area real desse municipio, em quildmetros quadrados.
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3 Area do trapézio

Considere o trapézio MNPQ da figura 1, no qual as bases MQ e NP medem
b e B, respectivamente.

Observe, na figura 2, que esse trapézio pode ser decomposto em dois trian-
gulos T, e T,, de mesma altura e tais que a soma de suas areas € igual a area
A do trapézio MNPQ.

figura 1 figura 2

Assim, temos: A = B-h yDb-h _ Bh+bh

2 2 2

, OU seja:

(B+b)-h
2

A:

A area de um trapézio é igual a metade do produto da
soma das medidas das bases pela medida da altura.

EXEMPLO 4

Vamos determinar a area de um trapézio retdngulo que tem 68 cm de perimetro e cujos lados
ndo paralelos medem 12 cm e 20 cm.

20

Seja o trapézio MNPQ, no qual b é a medida da base menor e MH = NP = 12 cm a medida da
altura, conforme é mostrado na figura. Temos:

AMHQ é retangulo = QH? = MQ? — MH? = QH? = 202 — 12?2 = 256 = QH = 16

Assim, a medida B da base maior é tal que B = 16 + b. 1
Como o perimetro é 68 cm, temos:

MN+NP+PQ+QM=68=b+ 12+ (16 + b) + 20 = 68 =
= b=10e,de’1,B=26

, , o (B+Db)-h .
Considerando que a area do trapézio é dada por A = ————, entéo:
(26 +10) - 12
A= — S > A=216

Logo, a area do trapézio MNPQ é 216 cm?.
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ALEXANDER S. MACKAY. ALEXANDER HENRY RHIND, 1874 © SOCIEDADE DE ANTIQUARIOS

o DA ESCOCIA. SOMOS GRATOS A SOCIEDADE DE ANT\QUAR\OS DA ESCOCIA PELA PERMIS-
£ He SAO PARA REPRODUZIR ESTA FOTOGRAFIA DO RETRATO DE ALEXANDER HENRY RHIND,
Como obter a area de um triangulo ATALMENTE ARAZENADA KA SEDE DA SOC EDADE

isdsceles a partir de um retangulo?

Um dos mais antigos documentos com registros sobre o estudo
da Matematica é um rolo de papiro de origem egipcia, com cerca de
0,30 m de altura por 5 m de comprimento, que atualmente encontra-se
no British Museum, em Londres. Em 1858, esse papiro foi comprado
por um antiquéario escocés chamado Henry Rhind e, por isso, é conhe-
cido como Papiro de Rhind ou, menos frequentemente, como Papiro de
Ahmes, em homenagem ao escriba que o copiou, por volta de 1650 a.C.

Entre os problemas de Geometria que |& se encontram, ha um, o de

; i - , N Henry Rhind. Detalhe da
nimero 51, que consiste em se obter a expressao da area de um triangulo  pintura de Alexander s.

isdsceles a partir da drea de um retangulo. Mackay, 1874.
Ahmes descreve esse método sugerindo que todo triangulo isésceles pode ser dividido em
dois triangulos retangulos congruentes, um dos quais pode ser deslocado para, junto com o

outro, compor um retangulo, como mostram as figuras abaixo:

B D B
h
h
A M € c A M
f b 1 b
5 2

Assim, temos:

AABC isésceles e h = medida da altura relativa ao lado AC = M é ponto médio de AC =

b
AM = —;
= 2

AMB e CMB sao triangulos retangulos congruentes;
AMBD é um retangulo cujas dimensdes sao:

AMzgeBMzh

_b o, _bh_,
2

Fe

Inspirando-se na solugdo apresentada para o problema 51, como
vocé resolveria o problema 52, do Papiro de Rhind, em que a ex-
pressao da area de um trapézio isosceles é obtida a partir da area
de um retangulo?

Logo: A

AMBD

Fonte de pesquisa: BOYER, Carl B. Histdria da Matematica. 32 ed. S&o Paulo: Edgard Blucher, 2010.
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31 Determine a area de cada um dos trapézios
seguintes, nos quais a unidade das medidas de
comprimento indicada é o metro.

1 N5
. [
—

32 Sabe-se que os lotes de um condominio fechado
sdo vendidos ao preco de R$ 350,00 o metro
quadrado. Nessas condigdes, por quanto devera

ser vendido o lote representado 10m
na figura ao lado, sabendo que &

tem a forma de um trapézio %

retdngulo com as dimensdes ]

indicadas? 26m

> FACA NO
i : CADERNO

33 Para a realizacdo de um espetéculo ao ar livre, foi
montado um palco cuja superficie tem a forma de
um trapézio isésceles de 78 m de perimetro, com
bases que medem 15 m e 33 m. Qual é a area da

superficie desse palco?

34 Considere um trapézio cuja altura mede 4 dm e no
qual a medida da base maior excede a medida da
base menor em 3 dm. Se a é&rea desse trapézio é
igual a 24 dm?, determine as medidas de suas bases.

35 O jardim da casa de Teobaldo tem a forma de um
trapézio isdsceles em que a base menor mede
12 m, um dos angulos internos mede 120° e a me-
dida da altura é 6 m. Nessas condicoes, determine
o perimetro e a area de tal jardim.

VISIONS OF AMERICA, LLC/ALAMY/FOTOARENA

3 Area de um poligono regular

Considerando um poligono regular de n lados, vamos indicar por:

- £: medida do lado;

- a: medida do apotema (segmento perpendicular a um lado do poligono cujas extremidades sé&o o
centro do poligono e o ponto médio desse lado);

* 2p: perimetro.
Assim, por exemplo:

e n =3 = o poligono é um tridangulo equilatero.
Esse poligono é constituido de trés triangulos congruentes, nos quais a altura mede a.

Temos:

g N

¢ ¢

Logo,A=(3€)-%=(2p)~%:>A=p-a
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n = 4 = o poligono é um quadrado.
Esse poligono é constituido de quatro triangulos congruentes, nos quais a altura mede a.

S v AR
S P Temos: 2

N7

P : A -

— — Logo, A = (4¢ %

.

~

:(Zp).%:A:p.a

n = 5 = o poligono é um pentagono regular.
Esse poligono é constituido de cinco tridngulos congruentes, nos quais a altura mede a.

_c.t-a

ﬁb Temos: A ' 2
;\// o2
] Logo,A=(5€)~i=(2p)-i:>A=p-a
——— 2

2

n = 6 = o poligono é um hexagono regular.
Esse poligono é constituido de seis triangulos congruentes, nos quais a altura mede a.

YAV/AN A=6-432
Temos: 2

N oo 2
Ak Logo, A= (66) -2 =(2p)- L2 =A=p-a
= 2 2

Note que a &rea do hexadgono regular é igual a soma das areas de 6 triangulos equildteros congruentes.
Assim, podemos expressa-la também em funcdo da medida do lado do hexdgono, ou seja:

A—p. -3

De modo geral, como um poligono regular de n lados é constituido de n tridangulos congruentes, nos
quais a altura mede a:

A area de um poligono regular é igual ao produto do
semiperimetro pela medida do apdtema.
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36 Determine a area dos poligonos regulares sequin- 38 Na figura, ABCDE é um pentdgono regular em que
tes, nos quais a unidade das medidas indicadas é AM = 6 cm e AB = 4 cm. Determine a area desse
o centimetro. pentagono.

)

a)

d) cC M D
39 Suponha que uma superficie

seja formada de pentdgonos

regulares e hexdgonos regu-

lares. Considerando que o

apdtema de cada um dos hexa-

w
>
m

37 O tampo de uma mesa tem a forma de um hexa- gonos mede 3 cm, determine:
gono regular cujo lado mede 0,8 m. Determine a a) a area de cada hexagono;
area da superficie desse tampo. b) o perimetro de cada pentagono.
- J

I3 Area do circulo e suas partes

Area do circulo

Considere a seguinte sucessdo de poligonos regulares inscritos em circulos de raio de medida r.

{

Observe nessa sucessdo que, se o0 numero de lados do poligono aumenta, o comprimento do apdtema
também aumenta, ao passo que o comprimento do lado diminui. Dessa forma, quanto maior for o nimero
de lados de um poligono, mais:

* 0 seu perimetro (2p) se aproxima da medida do comprimento da circunferéncia do circulo (27r);

- a medida do seu apdtema (a) se aproxima da medida do raio do circulo (r).
Quando o numero de lados de um poligono é arbitrariamente grande:

2p=2nr=>p=nmnr
a=r

Como a area de um poligono regular é dada por A = p - a, entdo, nesse caso, temos: A = (nr) - r = 1r?,

que ¢ a expressao da area do circulo de raio de medida r. Assim: A = mr?

A drea de um circulo é igual ao produto do nimero real © pelo quadrado da medida do seu raio.
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4 Considere que Francineide, a garota citada no exercicio resolvido 3, continuou aqui o desenho da bandeira
do Brasil. Agora ela desenhou o circulo central da bandeira, tangente a dois segmentos na vertical do
quadriculado, cujo centro C é o centro do retangulo, conforme é mostrado na figura.

Determine a area da superficie da bandeira pintada de amarelo por Franci-
neide, lembrando que as dimensodes da folha séo 10 cm X 16 cm.
Solucao: 4 >
A drea (A) da superficie pintada de amarelo ¢ igual a diferenca entre a area
do losango (AL) e a area do circulo (AC).

QT/ZAPT

O célculo de A encontra-se no exercicio resolvido 3, ou seja, A = 36 cm”.

A medida do raio do circulo ¢ igual a medida do lado de um quadradinho, ou seja, r = 2 cm. Assim, a area
do circulo, em cm?, é:
A =m-rP=m-2?=4x
Logo:
A=A -A=>A=36-4n=>A=409 -1
Portanto, a area da superficie da bandeira pintada de amarelo é 4(9 — 1t) cm?.

8 )
EXERCICIOS {2 St

40 Determine a area do circulo, sob as seguintes
condigdes:

dAT/ZAPT

a) A medida do raio é 11 dm.
b) A medida do didmetro é 24 m.

¢) O circulo tem 321t cm de perimetro.

Elementos
sem
proporgao
entre si.

41 Qual é a area do circulo inscrito em um quadrado
cujo lado mede 12 dm?

42 Determine a area do circulo cujo perimetro éigual
ao perimetro do retangulo cujos lados medem
6m cm e 4w cm.

Nessas condicoes, qual é a area da superficie do
tampo dessa mesa?

Usenm = 3,14.

43 Calcule a area de cada circulo representado nas

. . 45 Considere que nas figuras seguintes os segmentos
figuras seguintes:

assinalados sdo congruentes e a unidade das me-

a) <) didas esté indicada em decimetros. Em cada caso,
calcule a &rea da superficie da regido sombreada:
8m
4m
b d
’ onfram
\ ]
v W,
\“ A
—am b)
44 Sabe-se que o tampo da mesa mostrada na figura D B

é composto de duas tdbuas retangulares, cada
qual com 0,35 m de largura, e dois semicirculos,
cada um com 0,80 m de didmetro. C
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46 Certa noite, em que um show musical lotou uma tes exteriormente. Se. AB=16cm,BC=24cme
praca circular de uma cidade, um jornal local AC = 22 cm, determine as areas dos trés circulos.
noticiou que a ocupacdo média dos que foram
“curtir” o som havia sido de 4 pessoas por metro
quadrado. Nessas condicdes, sabendo que essa "

22 '

praca tem 49 m de raio e considerando m = =

determine uma estimativa do nimero de pessoas
presentes em tal show.

47 Na figura estdo representados trés circulos de
centros nos pontos A, B e C, dois a dois tangen-

Area do setor circular c

Na figura ao lado, temos:

C: circulo de centro O e raio de medida r; 9

o: medida do angulo de vértice O.

Chama-se setor circular de centro O, raio de medida r e angulo central de
medida o, a regido determinada pela intersecdo de C com a regido limitada
pelos lados do angulo.

Assim, na figura, a regido colorida representa o setor circular definido.

Dado um setor circular de centro O, com raio de medida r e angulo central de
medida X, vamos comparar sua area com as areas de outros setores de mesmo
raio, mas cujas medidas dos angulos centrais sdo sucessivamente aumentadas
para 2x, 3X, 4x, ...

) S\ 4 /.

5

Podemos observar que, se a medida do angulo central dobra, a area do setor
dobra; se a medida do angulo central triplica, a &rea do setor triplica e, assim,
sucessivamente. Dessa forma, concluimos que a drea de um setor circular é
diretamente proporcional a medida do angulo central (ou ao comprimento do
correspondente arco). Assim:

quando a medida do angulo central é dada em graus, a area do setor
circular pode ser calculada pela seguinte regra de trés:

area angulo central
(u.a.) (graus)
setor: A —- X A X
circulo:m-r? —— 360 - r? 360
Portanto: A = —— . 0 - 12

360
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» quando o comprimento do correspondente arco é £, a area do
setor circular pode ser calculada pela seguinte regra de trés: ,
Note que, nos dois casos, as
expressoes da area do setor fo-
ram obtidas por meio de regra
de trés. Para que ndo seja preciso
decorar “novas formulas”, o
setor: A —— ¢ N A b mesmo procedimento deve ser
circulo:m-r? — 2mr T 2mr usado na resolucao de proble-
mas nos quais se necessita cal-
Portanto: cular &reas de setores circulares,
conforme exemplificado a seguir.

area comprimento do
(u.a.) arco (u.c.)

EXEMPLO 5

Vamos calcular a rea de um setor circular de angulo central de medida 120° e cujo raio
mede 10 cm. Para tal, estabelecemos a seguinte regra de trés:

area angulo central
(cm?) (graus)
setorr A ——— 120 }:) A _ 120 _ , _ 100x Q
cfrculo: m- 102 ——— 360 100 360 3 :
Como vocé pode calcular a
area desse setor sem usar
Portanto, a area do setor circular é % cm?. a regra de trés?

Area da coroa circular

Sejam C, e C, circulos concéntricos cujos respectivos raios medem R e r,
comR>r.

Chama-se coroa circular a reunido do conjunto de pontos que pertencem
a regido limitada pelas circunferéncias de C, e C, com o conjunto dos pontos
que pertencem a tais circunferéncias, como mostra a figura ao lado.

Observe que a drea de uma coroa circular é igual a diferenca entre as areas
dos circulos cujos raios medem Rerr.

A A, = nR? A, =nr?

logo: A=A —A = A=nR—nr
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5 Na cozinha da casa de Neuza ha um relégio, no qual uma placa de metal
plana, em forma de coroa circular, circunda o mostrador pintado de azul.

Determine a &rea da superficie da placa, sabendo que a circunferéncia maior da
placa tem 321 cm de comprimento e o diametro do circulo interno mede 10 cm.

dT/ZAPT

Solucao:
Sabe-se que o comprimento da circunferéncia maior do relégio é 321t cm, ou seja:

2R =32ncm =R =16 cm
Elementos sem

z f Aoy e A = qi o PR = v o 2 = 2
Logo, a érea do circulo maior é: A =m-R n-(16cm)? = A, = 2561 cm PiepsEn ARl

O circulo interno tem 10 cm de diametro, ouseja: D = 2r=10cm =r = 5cm
Logo, a area do circulo menor é: A, = - r?=m - (5cm)’ = A,= 251 cm?
Portanto: A = A — A, = 256mt — 25t = A = 231x

Logo, a area da placa é 2311 cm?.

Area do segmento circular

Seja AB um arco de circunferéncia, contido em um circulo cujo raio mede

r, como é mostrado na figura.
Chama-se segmento circular o conjunto de pontos que pertencem a parte do

circulo limitada pelo arco ABe pela corda de extremidades A e B (destacados ao lado). B
Assim, a area do segmento circular (Aseg) é igual a diferenca entre a area do

setor circular (A_) e a area do triangulo AOB (A, , ).

A=A —A

seg set AAOB

EXEMPLO 6

Vamos calcular a area de um segmento circular de um circulo cujas me-

do setor circular e a area do triangulo AOB, temos:
+ area do setor circular, A;:

A
didas do raio e do angulo central sdo 4 cm e 150°, respectivamente. A
Como a area do segmento circular (A_ ) € igual a diferenca entre a area '

area (cm?) angulo central A
setor: A, —— 150 - 1 _ 150 S A = 20
circulo: m-42 ——  360° 16m cm? 360 3

+ area do triangulo AOB, A,

Temos: AO = OB = 4 cm e med(AOB) = 150° = med(AOH) = 30°

5 o_ AH_ 1 _ _AH _
AAHO retangulo = sen 30 —AO:> > Aem = AH =2cm

Assim:Az=%-OB-AH =%'(4cm)- (2cm) = A, = 4 cn?
20x 4(51 — 3)
Logo, Ay = Ay = A = TFE A= Ay = o —
, . , 4(5m — 3)
Portanto, a area do segmento circular é —s cm?.
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48 Em cada caso, calcule a area do setor circular de 50 Na casa de Marina ha uma piscina de formato cir-

raio r e angulo central de medida 6. cular, circundada por um piso, conforme mostrado
a)r=4me0=30° na figura. Ela pretende trocar o revestimento do

piso por outro, que custa R$16,00 o metro quadra-
b) r=9dme6 =120° do. Sabendo que a piscina tem 8 m de diametro e
c)r=12me0=45° o piso tem 2,5 m de largura, determine a quantia
d)r=6cmed=90° minima que Marina gastaré na comzpzra do novo

e) r=10cme0 = 150° revestimento para o piso. Use: T = -

f) r=2kme6=300° piscina

49 Em cada caso, calcule a drea da superficie colo-

rida.
- 5m [
a
) s ) 5
g
’m 5m 5m
5m piso
b) Elementos sem proporcao
‘ entre si.
51 Em cada caso, determine a drea de um segmento
circular em que a medida do raio é r e 0 angulo
6m central mede .
) . a)r=4cmef = 45°
6m 6m b) r=8dme6=30°

f)
I 8. c)r=2me6=90°

dr=12cme6=120°

Relativamente ao quadrilatero ABCD, mostrado na figura abaixo, sabe-se que P, Q, R e S séo

pontos médios dos lados AB, BC, CD e DA, respectivamente.

A P B

D R C

Se a &rea de ABCD é igual a 48 cm?, determine, em centimetros quadrados, a &rea do quadrila-
tero PQRS.
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