Progressoes

B sequéncias numéricas

A tabela seguinte relaciona o nimero de funcionarios de uma empresa
nos seus dez primeiros anos de existéncia:

Ano NdGmero de funcionarios | 2
o &
1 52 Y
2 S8 s &
3 60 3] -
= | .
4 61 |
5 67 | 8
6 65
7 69 :
8 72
10 78

Observe que a relacdo entre essas duas varidveis define

uma funcdo: a cada ano de existéncia da empresa correspon- — 52

de um Unico nimero de funcionérios. - 58
Note que o dominio dessa fungéo é {1, 2, 3, ..., 10}. 60
De modo geral, uma funcdo cujo dominio é N* = {1, 2, - : e
3, ...} é chamada sequéncia numérica infinita. Se o dominio
numero de

defé{1,2,3,...,n} emquen & N*, temos uma sequéncia ano
numérica finita.

E usual representar uma sequéncia numérica por meio de seu conjunto
imagem, colocando seus elementos entre parénteses.

No exemplo anterior, (52, 58, 60, 61, 67, 65, 69, 72, 76, 78) representa a
sequéncia da quantidade de funcionarios da empresa ano a ano.

Em geral, sendo a,, a,, a,, ..., @, ... nUmeros reais, a funcdo f: N* — R tal
que f(1) = a,, f(2) = a,, f(3) = a,, ..., f(n) = a, ... é representada por: (a,, a,,
ag ..., a, ...).

Observe que o indice nindica a posicao do elemento na sequéncia. Assim,
0 primeiro termo € indicado por a,, 0 segundo € indicado por a, e assim por
diante.

funcionarios
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Formac¢ao dos elementos de uma sequéncia

Termo geral

Vamos considerar a funcado f: N* — N* que associa a cada numero natural
ndo nulo o seu quadrado:

N* N

Podemos representa-la por: (1, 4, 9, 16, 25, ...), em que:
a,=1=1?
a, =4 =2’

—9=3

Em seu caderno, escre-
3 va o termo geral que

[«]

represente a sequéncia
dos niimeros pares po-
a,=n’ sitivos (2, 4, 6, 8, ...).
A expressao a_ = n’ € a lei de formagao ou termo geral dessa sequéncia, J
pois permite o calculo de qualquer termo da sequéncia, por meio da atribuicdo

dos valores possiveis paran(n =1, 2, 3, ...).

a,=16=42

4

® | EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Encontre os cinco primeiros termos da sequéncia cujo termo geral éa = 1,5n + 8; n € N*.

Solucao:

Para conhecer os termos dessa sequéncia, é preciso atribuir sucessivamente valores paran(n =1, 2, 3, 4, 5):
n=1=a =15-14+8=95
n=2=a,=15-2+8=11
n=3=a,=15-3+8=125
n=4=a,=15-4+8=14
n=5=a,=15-5+8=155

2 Alei de formagao dos elementos de uma sequéncia éa = 3n — 16, n € N*. O niimero 113 pertence a essa
sequéncia?
Solucéo:
Se quisermos saber se o numero 113 pertence a sequéncia, devemos substituir a_por 113 e verificar se a
equacdo obtida tem solucdo em N*:
113=3n—-16=3n=129=n =43 € N*
Concluimos, entao, que o nimero 113 pertence a sequéncia e ocupa a 432 posicao.

Lei de recorréncia

Muitas vezes conhecemos o primeiro termo de uma sequéncia e uma lei que
permite calcular cada termo a_a partir de seus anteriores:a__ ., a__,, ..., a,.

Quando isso ocorre, dizemos que a sequéncia é determinada por uma lei
de recorréncia.
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EXEMPLO 1

Vamos construir a sequéncia definida pela relacdo de recorréncia:
a, =1
a ., =2-a,paraneN, n=1
n

n+

A segunda sentenca indica como obter a, a partir de a,, a, a partir de a,, a, a partir de a, etc.

Para isso, € preciso atribuir valores a n:
n=1=a,=2-a=2-1=2
n=2=a=2-a,=2-2=4
n=3=a,=2-a,=2-4=28
n=4=a,=2-a,=2-8=16

Assim, a sequéncia procurada é (1, 2, 4, 8, 16, ...).

- |
9
EXERCICIOS {2 Gemo
1 Seja a sequéncia definida pora = —3 + 5n, n € N*. Determine:
a) a, b) a, o a,

2 Escreva os quatro primeiros termos da sequéncia definida pora =2 - 3", n € N*.

3 Para cada funcdo definida a seguir, represente a sequéncia associada:
a) f: N* — N que associa a cada nimero natural ndo nulo o triplo de seu sucessor.

b) g: N* — N tal que g(x) = x> — 2x + 4.

4 O termo geral de uma sequéncia éa = 143 — 4n, com n € N*,
a) Qual é a soma de seus 3 primeiros termos?

b) Os nimeros 71, —345 e —195 pertencem a sequéncia? Em caso afirmativo, determine suas posicoes.

5 Construa a sequéncia definida pela relacao:
a,=—>5
a,, =2-a +3neN*
6 Determine o sexto termo da sequéncia definida pela lei de recorréncia:

a, =2
a ., =3-a,neN*

n

7 Seja f: N* — N definida por f(n) = n*> + n? + 1. Ao representar a sequéncia associada a f, um estudante
apresentou a seguinte resolucédo:

(3,13, My, 81,151, My, ...)

Por algum motivo, dois nimeros da sequéncia acima sairam borrados. Determine-os, reescrevendo a sequéncia.
8 Os termos gerais de duas sequéncias (a) e (b ) sdo, respectivamente, a = —193 + 3neb =220 — 4n,

paratodon €N, n= 1.

a) Escreva os cinco primeiros termos de (a ) e de (b ).

b) Qual é o primeiro termo positivo de (a,)? Que posicao ele ocupa na sequéncia?

¢) Qual é o primeiro termo negativo de (b )? Que posicéo ele ocupa na sequéncia?

d) As duas sequéncias apresentam algum termo em comum? Em caso afirmativo, determine-o.
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CAPITULO 9

I Progressées aritméticas

*/% TROQUE IDEIAS
<

[ Observacao de regularidades ]

As figuras seguintes mostram a construcdo de quadrados justapostos usando palitos.

12 figura:

L} o

"~ (g (]
22 figura:

[} L] o

" ¢ e 0
32 figura:

a) Mantendo o padrdo apresentado, desenhe, em seu caderno, a 42, 52 e 62 figuras.

b) Construa a sequéncia correspondente a quantidade de palitos usados na construcao de cada
figura. Qual é a regularidade que vocé observa?

c) Obtenha o termo geral dessa sequéncia.
d) Quantos palitos sdo usados na construcao da 252 figura?
e) Qual é a posicao da figura feita com 493 palitos?

Progressao aritmética (P.A.) é uma sequéncia numérica em que cada termo, a partir do segundo, é igual
a soma do termo anterior com uma constante. Essa constante é chamada razdo da P.A. e é indicada porr.

EXEMPLO 2

a) (=6, —1,4,9,14,..) éumaPA. derazdor = 5.

b) (2;2,3;2,6;2,9;...) éuma PA. derazdor = 0,3.

i B Como podemos definir
o (150, 140, 130, 120, ...) ¢ uma PA. derazdor = —10. uma PA. cujo primeiro

termo é a, e a razao €
r, usando uma lei de

d) (3,14 ¥3,2++3,3++43,..) éumaPA derazaor = 1.

) (o 1 2 1 ) , PA d ~ 1 recorréncia?
,——, ——, —1, ... ma PA. derazdor = ——.
e ( 3 3 éuma e razao 3 y,
) (7,7,7,7,..)éumaPA. derazdor = 0.
- |

OBSERVAGCAO @)

Nos itens do exemplo anterior, note que a razdo da PA. pode ser obtida calculando-se a diferenca entre um termo
qualquer, a partir do segundo, e o termo que o antecede, isto é:

r=a2—a1=a3—az=a4—a3=...=an—an71
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Classificacao

De acordo com a razdo, podemos classificar as progressdes aritméticas da
seguinte forma:

+ Ser > 0, cada termo é maior que o anterior, isto ¢, a. > a_ _,, Vn € N,

n = 2. Dizemos, entdo, que a PA. é crescente (veja os itens a, b e d do
exemplo 2).

+ Ser < 0, cada termo € menor que o anterior, isto ¢, a <a__,, Vn € N,
n = 2. Dizemos, entdo, que a PA. é decrescente (veja os itens ¢ e e do
exemplo 2).

« Ser =0, todos os termos da PA. sdo iguais. Dizemos, entao, que ela é
constante (veja o item f do exemplo 2).

Termo geral da P.A.

Vamos agora encontrar uma expressdo que nos permita obter um termo
qualquer da PA., conhecendo apenas o 12 termo e a razdo.
SejaumaPA. (a,, a, a,, ..., a, ...) de razao r. Temos:

a,—a, =r= a2=a1+r
a,—a,=r=a,=a +r= a,=a+2r
. ,=r=a,=a +r= a, =a+3r

©
I
.o
I

De modo geral, o termo a , que ocupa a n-ésima posicdo na sequéncia, €
dado por:

a =a +(M-1)-r

Como podemos expres-

Essa expressdo, conhecida como férmula do termo geral da PA., permite-
-nos expressar qualquer termo da PA. em funcao dea, er. Assim, por exemplo,

podemos escrever:
ca,=a, + 3r

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

sar o 102 termo de uma
PA. em funcédo apenas
do 72 termo e da razao?

ca,=a +11r -a32=a1+31r

3 Calcule o 202termo da PA. (26, 31, 36, 41, 46, ...).
Solucao:
Sabemos que: a, =26er=31 —-26=5
Utilizando a expressao do termo geral, podemos
escrever:a,, =a, + 19r=a, =26+ 19 5=
= a,, = 121

4 Determine a PA. cujo sétimo termo vale 1 e cujo
décimo termo vale 16.
Solucao:

Temos: 437 = I1=a +6r=1
a,=16=a +9r=16

Subtraindo a 22 equacdo da 12, temos:
—3r=—-15=r=5

Substituindo esse valor em qualquer uma das
equagoes, obtém-se: a, = —29
A PA. é, portanto, (—29, —24, =19, =14, ..)

Determine x € R de modo que a sequéncia

(x+5,4x —1,x* — 1) seja uma PA.
Solucao:

Comor = a, —a, =a; — a4, podemos escrever:

1
4x—1)—-Kx+5=x-1)—-—Ulx—1)>
=3X—6=xX—"4x=x2—-7x+6=0

As raizes dessa equagdo sao: x = 1 ou x = 6.
Podemos verificar que, parax = 1,a PA. é (6, 3, 0)
e, parax =6,aPA é(11, 23, 35).
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6 Determine quantos multiplos de 3 ha entre 100 e 500.
Solucéo:
A sequéncia dos multiplos de 3 (0, 3, 6, 9, ...) €uma P.A. de razdo 3, mas o que nos interessa é estudar essa
sequéncia entre 100 e 500.
Para isso, temos:
* 0 primeiro multiplo de 3 maior que 100 é a, = 102;
* 0 Ultimo multiplo de 3 pertencente ao intervalo dado € 498, que indicaremos por a , pois ndo conhecemos
sua posicao na sequéncia. Assim, a_ = 498.
Retomando o problema, queremos determinar o nimero de termos (n) da PA. (102, 105, ..., 498).
Pelo termo geral da PA., temos:
a=a+Mn-1-r=498=102+0Nn—-1)-3=n=133
Portanto, ha 133 multiplos de 3 entre 100 e 500.

OBSERVAGAO &)

A analise restrita unicamente aos primeiros termos de uma sequéncia pode, algumas vezes, levar a conclusdes
precipitadas.

Por exemplo, ao analisarmos a sequéncia (=1, 3, 7, ...) poderiamos concluir que se trata de uma P.A. de razdo 4, cujo
termogeraléa = =1+ (n—1)-4=4n—-5n€& N*aPA é(-1,3,7,11,15,19, ..).

Mas essa sequéncia também pode ser descrita por outra lei geral, a saber b, = n® — 6n* + 15n — 11, n € N*.

De fato, b, = —1, b, = 3 e b, = 7 (faca as verificages).

Masb, =43 —-6-42+15-4 — 11 =17;b5=53—6-52+15 -5—-11 =39

kb6 =6°—6-62+15-6— 11 =79 etc. easequéncia é (-1, 3,7,17,39,79, ...), que ndo é uma PA.

9
EXERCICIOS O
9 Quais das sequéncias seguintes representam pro- f) («/? - 2,43 -1,43,43 +1, )

gressoes aritméticas?

a) (21, 25, 29, 33,37, ..)
b) (0, =7,7, —14,14, ..)
c) (-8,0,8,16, 24,32, ..)
.t i’ i’ 2, ) 12 Em uma PA. derazdo 9, o 102 termo vale 98.

11 Dada a PA. (28, 36, 44, 52, ...), determine seu:
a) oitavo termo;
b) décimo nono termo.

a) Qual é seu 22 termo?
e) (=30, =36, —41, =45, ..) b) Qual é seu termo geral?
f) (Y2, 242,342, 442, ..)

13 Preparando-se para uma competicdo, um atleta

10 Determine a razao de cada uma das progressoes corre sempre 400 metros a mais que a distancia
aritméticas sequintes, classificando-as em crescen- percorrida no dia anterior. Sabe-se que no 62 dia
te, decrescente ou constante. ele correu 3,2 km. Qual é a distancia percorrida
a) (38, 35, 32, 29, 26, ..)) pelo atleta no 22 dia?

—40, —34, —28, -22, —16, ...) 14 Faca o que se pede:

(
c) (— % L, , ) a) Escreva a PA. em que o 42 termo vale 24 e o
92 termo vale 79.

d) b) Considerando a sequéncia formada pelos ter-
14,5 7 mos de ordem par (22, 42, 69, ...) da PA. do
e (= 1.5 = 3 .
3 3°3 item a, determine seu 202 termo.
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16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

Escrevaa PA.emquea, +a, +a,=0ea, = 40.

Qual é a razdo da PA. dada pelo termo geral
a =310 —8n,n&eN*?

Sabendo que cada sequéncia a seguir é uma PA,,
determine o valor de x.

a) 3x—5,3x+ 1, 25)
b) (—6 — x, x + 2, 4x)
c) (x+3, x4, 6x+1)

Uma empresa de TV por assinatura planejou sua
expansdo no biénio 2016-2017 estabelecendo a
meta de conseguir, a cada més, 450 contratos a
mais que o nUmero de contratos comercializados
no més anterior. Supondo que isso realmente te-
nha ocorrido e sabendo que no Ultimo bimestre
de 2016 o nimero total de contratos fechados foi
de 12000, determine a quantidade de contratos
comercializados em:

a) marco de 2016;
b) abril de 2017;
c) dezembro de 2017.

Considere a sequéncia dos nimeros naturais que,
divididos por 7, deixam resto igual a 4.

a) Qual é o termo geral dessa sequéncia?

b) Qual é o 502 termo dessa sequéncia?

Com relacdo a PA. (131, 138, 145, ..., 565):
a) obtenha seu termo geral;

b) determine seu nimero de termos.
Quantos numeros impares existem entre 72 e 468?

Quantos nUmeros inteiros x, com 23 < x < 432,
ndo sao multiplos de 3?

A soma de trés nimeros que compdem uma PA.
é 72 e o produto dos termos extremos é 560.
Qual é a PA.? Sugestao: As vezes, ¢ interessante
representar 3 termos desconhecidos de uma PA.
porx —r, X, X + r,em que r é a razdo da PA.

Em um tridangulo, a medida do maior angulo inter-
no é 105°. Determine as medidas de seus angulos
internos, sabendo que elas estdo em PA.

As medidas dos lados de um triangulo retangulo
sd0 numericamente iguais aos termos de uma PA.
de razdo 4. Qual é a medida da hipotenusa?

26

27

28

29

30

31

Progressodes

Seja f: N* — N definida por f(x) = —2 + 3x.
a) Represente o conjunto imagem de f.
b) Faca a representacao grafica dessa funcéo.

Mostre que a sequéncia (log 80, log 20, log 5) é
uma PA. Qual é a razdo dessa PA.?

Dado um quadrado Q, de lado € = 1 cm, consi-
dere a sequéncia de quadrados (QW, Q,. Q,, )
em que o lado de cada quadrado é 2 cm maior
que o lado do quadrado anterior.

Determine:

a) o perimetro de Q
b) a drea de Q
c) adiagonal de Q,,..

20"

317

Em uma maratona, os organizadores decidiram,
devido ao forte calor, colocar mesas de apoio com
garrafas de dgua para os corredores, a cada 800
metros, a partir do quilometro 5 da prova, onde
foi instalada a primeira mesa.

a) Sabendo que a maratona é uma prova com
42,195 km de extensao, determine o nimero
total de mesas de apoio que foram colocadas
pela organizacao da prova.

b) Quantos metros um atleta precisa percorrer da
Ultima mesa de apoio até a linha de chegada?

c) Um atleta sentiu-se mal no quilémetro 30 e
decidiu abandonar a prova. Ele lembrava que
havia pouco tempo que ele cruzara uma mesa
de apoio. Qual era a opcdo mais curta: voltar
a essa Ultima mesa ou andar até a préxima?

Os numeros que expressam as medidas do peri-
metro, diagonal e a area de um quadrado, nesta
ordem, podem ser os termos de uma PA.? Em
caso afirmativo, quanto mede o lado desse qua-
drado?

A Copa do Mundo de Futebol é um evento que

ocorre de quatro em quatro anos. A 12 Copa foi

realizada em 1930, no Uruguai. De |4 para c4,

apenas nos anos de 1942 e 1946 a Copa nao foi

realizada, devido a 22 Guerra Mundial.

a) A Copa de 2014 foi realizada no Brasil. Qual é
a ordem desse evento na sequéncia de anos em
que foi realizada?

b) Considerando que os préximos eventos ocorram
seguindo 0 mesmo padrao e que nao existam
imprevistos que impecam a realizacdo desse
evento, responda: haverd Copa em 2100? E em
21507

177
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Soma dos n primeiros termos de uma P.A.

Muitas foram as contribuicbes do aleméao Carl F. Gauss (1777-1855) a ciéncia e, em particular, a Mate-
matica. Sua incrivel vocacdo para a Matematica se manifestou desde cedo, perto dos dez anos de idade.
Conta-se que Gauss surpreendeu seu professor ao responder, em pouquissimo tempo, o valor da soma
(1+2+34+..+99+100)

Que ideia Gauss teria tido?

Provavelmente, ele notou que na PA. (1, 2, 3, ..., 98, 99, 100) vale a seguinte propriedade:

a, + a, = 1 + 100 = 101
a, + ay = 2 + 99 = 101
a, + a, = 3 + 98 = 101
a, + a, = 50 + 5] 101

Assim, Gauss teria agrupado as 100 parcelas da soma em 50 pares de nimeros cuja soma é 101, ob-
tendo como resultado 50 - 101 = 5050.

Um raciocinio equivalente ao usado por ele consiste em escrever, de “trds para frente”, a soma
S=14+2+3+..+99+ 1001

S=100+99+98+..+3+2+12

Adicionando 1 e 2, de acordo com o esquema a seguir, temos:

T s = + 2 + 3 + + 98 4+ 99 + 100
_l’_

2 s =100 + 99 + 98 + .. + 3 + 2 + 1

l l l l l l l

2-S =101 + 101 4+ 101 4+ .. 4+ 101 4+ 101 4+ 101

cem parcelas

Assim, 2 -S =100 - 101

100 - 101

° 2

= 5050

Observe que 100 corresponde ao nimero de termos da PA., e 101 é a soma dos termos extremos dessa
PA. (3, + a,, = 1+ 100 = 101).
Vamos agora generalizar esse raciocinio para uma P.A. qualquer, mostrando a seguinte propriedade:

A soma dos n primeiros termos da PA.
(a,, a,, ..., a, ...) € dada por:

s — (@, +a)-n
n 2

De fato, como a sequéncia (a,, a,, a,, ..., a,__,, a _,, a)¢éuma PA. de razao r, podemos escrevé-la na
forma:

(@,a, +ra +2r..,a —2ra —ra)
az a3 n-2 n—1
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Vamos calcular a soma dos n primeiros termos dessa P.A., que indicaremos por S . Repetindo o racio-
cinio anterior, temos:

T GRS C R B S CAE N N
+
2 S = a, + @ -4 + @-20 + ..+ @+ + (@ +4 + a,
) l l l ) l )
2-S = (a +a) + (@, +a) + (@ +a) + .. + (@, +a) + (a,+a) + (a3, +a)
n parcelas
_(a,+a)-n

2-S =@, +a) n=> 5= >
the que, em uma PA
finita, a soma de dois
Considerando a atividade desenvolvida na secao Troque ideias na pagina | termos equidistantes dos
174, vamos determinar a quantidade total de palitos usada para se construir | extremos €igual a soma
as 20 primeiras figuras: dos termos extremos.
™ (] ™ © (] ™ © © (]

12 figura 22 figura 32 figura

Temos a PA. (4,7, 10, 13, ...). Seu 20¢ termo éa, = a, + 19r =
=>a20=4+19-3=61
(a, +a,) - 20 (4 +61)-20

Assim, € preciso determinar S, = > = > =650

Precisamos, entao, de 650 palitos.
- |

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

7 Qual éovalorde (—61) + (=54) + (—47) + ... + 296 + 303?

Solucao:
Asequéncia (—61, =54, —47,..., 296, 303) é uma PA. de razdo 7, da qual conhecemos seu primeiro termo,
a, = —61, e seu Ultimo termo, que é a_= 303.

a=a+M-1-r=303=-61+(—-1)-7=n=53
Assim, a PA. possui 53 termos. Dai, a soma pedida é:
(@, +a)-n (=61 +303)- 53

= = 6413
2 2

8 Em relacdo a sequéncia dos nimeros naturais impares, calcule:

a) a soma dos 50 primeiros termos; b) a soma dos n primeiros termos.

Solucao:

Asequéncia é(1,3,5,7,...), comr = 2.

a)a,=a +49r=a,=1+49-2=4,=99

Assim:

a, +a.)-50 .
s, =@t 50 g _ (149950 _ 5 _ ;509

50 2 50 2
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b)a =a,+(n—1)-r=>a =1+(Mn-1)-2=a =-1+2n
Daf:

S =M:S =M:>S =2
n 2 n 2 n
Podemos verificar a resposta encontrada no item b atribuindo valores paran (n €N, n = 1):
*n=1:asequénciaé (1), easomaésS =1 =12
*n=2:asequéncia é(1,3), easomaés,=1+3=4= 2?
*n=3:asequénciaé(l,3,5), easomaésS, =1+3+5=9=3"
°n =4:as_equénci_aé(1,3,'5, 7),e§somaé54= 1 v_L3 +5+7 =16 =42

9

EXERCICIOS {2 Hane

32 Calcule a soma dos quinze primeiros termos da PA. (—45, —41, —37, —33, ..).
33 Calcule a soma dos vinte primeiros termos da PA. (0,15; 0,40; 0,65; 0,9; ...).

34 Para a compra de uma TV pode-se optar por um dos planos seguintes:
* plano alfa: entrada de R$ 400,00 e mais 13 prestacbes mensais crescentes, sendo a primeira de R$ 35,00,
a segunda de R$ 50,00, a terceira de R$ 65,00 e assim por diante;
* plano beta: 15 prestacdes mensais iguais de R$ 130,00 cada uma.
a) Em qual dos planos o desembolso total é maior?

b) Qual deveria ser o valor da entrada do plano alfa para que, mantidas as demais condicdes, os desem-
bolsos totais fossem iguais?

35 Suponha que, em certo més (com 30 dias), o nimero de queixas didrias registradas em um érgédo de
defesa do consumidor aumente segundo uma PA.
Sabendo que nos dez primeiros dias houve 245 reclamacoes, e nos dez dias seguintes houve mais 745 re-
clamacgdes, represente a sequéncia do nimero de queixas naquele més.

36 A soma dos n primeiros termos de uma PA. é dada por S, = 18n — 3n? sendo n € N*. Determine:
a) o 12 termo da PA. b) a razdo da PA. c) o 102 termo da PA.

37 Uma crianga organizou suas 1378 figurinhas, colocando 3 na primeira fileira, 7 na segunda fileira, 11 na
terceira fileira, 15 na quarta e assim por diante, até esgota-las. Quantas fileiras a crianca conseguiu formar?

38 Utilizando-se um fio de comprimento L é possivel construir uma sequéncia de 16 quadrados em que a medida
do lado de cada quadrado, a partir do segundo, é 2 cm maior que a medida do lado do quadrado anterior.
Sabendo que para a construcdo do sétimo quadrado sao necessarios 68 cm, determine o valor de L.

39 No esquema seguinte, os nimeros naturais nao nulos aparecem dispostos em blocos de trés linhas e trés
colunas, conforme indicado abaixo: B,, B,, B, ...

B B B B

1 2 3 4
12linha — 123 10 11 12 19 20 21 28 29 30
2¢linha — 456 13 14 15 22 23 24 31 32 33
32linha — /7 89 16 17 18 25 26 27 34 35 36
12 22 32

coluna coluna coluna
a) Em que linha e coluna encontra-se o elemento 787? A qual bloco ele pertence?
b) Determine o elemento que estd na 32 linha e 12 coluna do bloco B, .
¢) Determine o elemento que esta na 22 linha e 32 coluna do bloco B, .
d) Qual é a soma de todos os elementos que se encontram na 22 linha e 22 coluna dos 500 primeiros blocos?
e) Qual é a soma de todos os elementos escritos nos 200 primeiros blocos?
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Progressao aritmética e funcdo afim

Vamos estabelecer uma importante conexao entre PA. e funcdo afim.
Ja vimos que a PA. (1,4, 7,10, 13, 16, ...) é uma funcao f de dominio em
N*, como mostra o diagrama abaixo:

f

N*
No gréfico ao lado, podemos observar parte do conjunto dos pontos que y
representam f. 13l .
Lembre que, embora os pontos estejam alinhados, ndo tracamos uma reta, ;
pois f esta definida apenas para valores naturais positivos. 104-cmmnne .
O termo geral dessa PA. é: b
a=a+Mnh-1)-r=a=1+Mn—-1)-3=a =-2+3n 71----- '
Podemos, desse modo, associar f a funcdo dada pory = —2 + 3x, restrita E :
aos valores naturais nao nulos que a variavel x assume. Mo
Observe abaixo o grafico da funcdo afim dada pory = —2 + 3x, com P
dominio R, e compare com o gréfico ao lado: RN
0012345 x
T1-¢ 1 :::
0/11 2345 x
_27l 4,5
3
9
i FACA N
EXERCICIO {2 Gotrno

40 Seja f: N* — R a funcao cujo grafico estd abaixo representado.

a) Determine a lei de f.

b) Qual é a progresséo aritmética associada a funcao f? Obtenha seu termo
—— geral.
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[ Progressdes geométricas

‘% TROQUE IDEIAS

[ A propagac¢ao de uma noticia ]

Vocé j& imaginou a velocidade com que uma noticia, corrente, foto, video ou boato podem ser
multiplicados pelas redes sociais?

Suponha que, em certo dia, dois amigos criaram um blogue sobre satde e bem-estar, com dicas,
receitas de comidas saudaveis, relatos de experiéncias pessoais etc.
No dia seguinte, cada um desses amigos convidou trés novos amigos para visitar o blogue. Cada

um desses trés novos amigos convidou, no outro dia, trés outros amigos para visitar o blogue e
assim sucessivamente.

Faca o que se pede a seguir.

Suponha que esse padrao seja mantido e que ninguém seja convidado a visitar o blogue por mais
de um amigo.

a) Comecando pelo dia em que o blogue foi criado, escreva a sequéncia que representa o nUmero
didrio de visitantes do blogue.

b) Responda: qual é a regularidade que vocé observa nessa sequéncia?
c) Obtenha um termo geral dessa sequéncia.

d) Responda: em quantos dias (considere o dia 1 o dia da criacdo do blogue) o nimero de visitas
diarias ao blogue tera superado 1 milhdo? Use uma calculadora.

Progressao geométrica (P.G.) é a sequéncia em que cada termo, a partir do segundo, é igual ao produto
do termo anterior por uma constante real. Essa constante é chamada razao da P.G. e é indicada por q.

EXEMPLO 4

a) (4,12,36,108, ...) ¢ uma PG. de razdo q = 3.

b) (=3, =15, =75, =375, ...) éuma P.G. de razdo q = 5.

Q) (2, 1, % % % ) é uma PG. derazdoq = %

d) (2, —8, 32, —128,512, ...) éuma PG. derazédo q = —4.

e) (—1000, —100, =10, =1, ...) éuma P.G. derazdo q = 1o 0,1.

10
f) (—4, —4, —4, =4, ..) éuma PG. derazdoq = 1.

g) (— % % - % % ) éuma PG. derazdoq = —1. Por que dizemos que a
razdo da PG. (0, 0, 0, ...)
h) (¥3,0,0,0,...) éuma PG. de razdo q = 0. & indeterminada?

OBSERVAGAO &)

Nos itens do exemplo anterior, é possivel notar que, se a P.G. ndo possui termos nulos, sua razdo corresponde ao
quociente entre um termo qualquer (a partir do segundo) e o termo antecedente, isto é:

a, a, a a .
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Classificacao
Ha cinco categorias de P.G. Vejamos quais sao, retomando os itens do
exemplo 4.
1. Crescente: cada termo é maior que o termo antecedente. Isso ocorre quando:
*a,>0eq >0, comonoitema; ou
a,<0e0<qg<1,comonoiteme.

2. Decrescente: cada termo € menor que o termo antecedente. Isso ocorre
quando:
ca,>0e0<qg<1, comonoitemc; ou

a,<0eqg>1,como noitem b.

3. Constante: cada termo é igual ao termo antecedente. Isso ocorre quando:

g =1, como no item f; ou Q

< a, = 0 e q équalquer nimero real, como em (0, 0, O, ...).

. - " Como podemos definir
4. Alternada ou oscilante: os termos sao alternadamente positivos e nega- pocdemos aetl
uma P.G. cujo primeiro

tivos. Isso ocorre quando g < 0, como nos itens d e g. termo é a, e a razo ¢

5. Estacionaria: é uma P.G. constante a partir do segundo termo. Isso ocorre g, usando uma lei de
. .
quando a, # 0 e g = 0, como no item h. recorrencias

Termo geral da P.G.

Vamos agora encontrar uma expressao que nos permita obter um termo qualquer da P.G. conhecendo
apenas o 12 termo (a,) e a razao (q).

Seja (a,, a,, a,, ..., a) uma P.G.

De acordo com a definicdo de P.G., podemos escrever:

De modo geral, o termo a_, que ocupa a n-ésima posicdo na sequéncia, é dado por:
n

g8 = 3 .qn—1

n 1

Essa expressao, conhecida como formula do termo geral da P.G., permite-nos conhecer qualquer termo
da P.G. em funcéo do 12 termo (a,) e da razao (q).

Assim, temos:

'aGZaw'qS 'a11=a1'qm ca,=a, q®

e assim por diante.

183




CAPITULO 9

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

9 Determine o 102termo da PG. (% 1,3, 9, )

Solucao: 1

Sabemos que a, = 3 e aq= 3.

Assim, pela expressao do termo geral, podemos
escrever: :

a, = a, -q9=>am=?'39=38=6561

10 Em uma PG., o quarto e o sétimo termos s&o,
respectivamente, 32 e 2048. Qual é seu primeiro

termo?
Solucao:

a, =32
Temos:

a, =2048

Usando a expressdo do termo geral, podemos

{a1 S =32 1
escrever:
a1

Dividindo, membro a membro, 1 por 2 , obtemos:
A9 32 11 _
AT 3048 =¢’=64=>q9=4

q? " 64
Substituindo em 1, segue que:

qf=2048 2

Como podemos expressar
0 72 termo de uma P.G.
em funcdo do 42 termo e
da razéo?

N
EXERCICIOS

41 |dentifique as sequéncias que representam pro-
gressdes geométricas:
a) (3, 12 48,192, ...)

b) (-3, 6, —12, 24, —48, ...
Q) (5,1 575375 )
d)(VZ, 2,242, 4, .

r_ 1 1
e)( 3 '_E'_24"">
f) (V3,243,343, 443, )

11 Determine x € R afim de que a sequéncia (5x + 1,
x + 1, x — 2) seja uma PG.

Solucao:
x+ 1 X—2

= =>Kx+1)2=(Kx— +1)=
5x + 1 X+ 1 G 17 =k=2) 5x+ 1)

= 4 - 11x—3=0

. R 1
As raizes dessa equagao sao x, = 3 ou x, =

e
Verificando, parax = 3, aPG. é(16, 4, 1) e, para
__ 1 13 _38
X = 4,aPG ( 7 a 4>.
12 EmumaPA. ndo constante, o 12termo é 10; sabe-se
que 0 32, 0 52e 0 82 termos dessa PA. sdo, sucessi-

vamente, os trés primeiros termos de uma P.G.
Quais sdo os termos dessa P.G.?

Solucao:

Usando a féormula do termo geral da PA., em que
a, = 10, temos:
8, = 10 + 2r;
Da hipdtese, (a,, a,, a,) é PG,
10 + 4r, 10 + 7r) é PG.
Devemos ter:

10 + 4r 10+7r
10 + 2r 10 + 4r

= (10 + 4> = (10 + 7r) -

a5=10+4r e a8=10+7r
isto é, (10 + 2r,

10 + 2 =

= 100 + 80r + 1612 = 100 + 90r + 1412 =
=2rr—10r=20

r=>5

Os trés primeiros termos da P.G. sdo: 10 + 2 - 5,
10 +4 -5, 10 + 7 - 5. Entéo, a PG. é (20, 30,
45, ...). Observe que a razao dessa P.G. é 1,5.

{r = 0 (ndo convém, pois a PA. é ndo constante)
=Jo0u

2 FACA NO
¢’ cADERNO

42 Calcule a razao de cada uma das seguintes pro-
gressdes geométricas:

a) (1,2,4,8,16, ..)

b) (1040 104, 10%, 10%, ..)
o (- —18,54, ..)
(5, -5,5,-5,5,..)
(80, 40, 20, 10, 5, ...)
(

d)
e)
f) (107,102,103, 1074, ..)
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44

45

46

47

48

49

50

51

Qual é 0 8 termo da PG. (—1, 4, —16, 64, ...)?
Qual é o 62termo da P.G. (—240, —120, —60, ...)?

Em uma P.G. crescente, o 32 termo vale —80, e o
72 termo, —5. Qual é seu 12 termo?

O nudmero de consultas a um site de comércio
eletrdnico aumenta semanalmente (desde a data
em que o portal ficou acessivel), sequndo uma
P.G. de razao 3. Sabendo que na 62 semana foram
registradas 1458 visitas, determine o nimero de
visitas ao site registrado na 32 semana.

Em uma coldnia de bactérias, o nimero de elemen-

tos dobra a cada hora. Sabendo que, na 52 hora

de observacdo, o numero de bactérias era igual a

49 determine:

a) o numero de bactérias na coldnia na 12 hora
de observacao;

b) o nimero de bactérias esperado para a 102 hora
de observacéo.

Em uma reunido de condominio, os moradores
analisaram os valores das taxas mensais de obras
cobradas em alguns meses de 2016:

marco: R$ 120,00 maio: R$ 172,80
abril: R$ 144,00 junho: R$ 207,36

Um dos moradores percebeu que havia uma re-

gularidade nesses valores.

a) Classifique a sequéncia de valores cobrados,
determinando sua razéo.

b) Sabe-se que o padrdo na cobranca teve inicio
em janeiro de 2016 e se estendeu até janeiro
de 2017. Determine a diferenca entre os valores
cobrados em janeiro desses 2 anos, arredondan-
do, em todos os célculos para valores inteiros.
Use 1,22 = §,9.

Em cada item a seguir, a sequéncia é uma P.G.
Determine o valor de x:

a) (4,x9) ¢ (=2, x+ 1, —4x+2)

b) (¢ —4,2x+4,6) d) (% 100, ,, % 8)

As idades da senhora Beatriz, de sua filha e de sua

o2
neta formam, nessa ordem, uma P.G. de razdo ER

Determine as trés idades, sabendo que a neta tem
cinquenta anos a menos que a avo.

Subtraindo-se um mesmo nimero de cada um dos
termos da sequéncia (2, 5, 6), ela se transforma
em uma P.G.

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

Progressodes

a) Que nlmero é esse?
b) Qual é a razdo da PG.?

Uma divida devera ser paga em sete parcelas, de
modo que elas constituam termos de uma P.G.
Sabe-se que os valores da 32 e 62 parcelas sdo, res-
pectivamente, R$ 144,00 e R$ 486,00. Determine:

a) o valor da 12 parcela;

b) o valor da Ultima parcela.

Para cada PG. seguinte, encontre o numero de
termos:

a) (231 235 239 2111)

1 1 64)

1
b)( 120" 60" 30" """ 15

Os nUimeros que expressam as medidas do lado, o
perimetro e a drea de um quadrado podem estar,
nessa ordem, em P.G.? Em caso afirmativo, qual
deve ser a medida do lado do quadrado?

Em uma P.G. de 3 termos positivos, o produto
dos termos extremos vale 625, e a soma dos dois
Ultimos termos é igual a 30. Qual é o 12termo?

Escreva trés nimeros em P.G. cujo produto seja 216
e a soma dos dois primeiros termos seja 9.

Asequéncia(13,4x + 1,21) éumaPA. easequéncia
(%, y, 32]é uma P.G. Quais sdo os valores dex e y?

Asequéncia (8,2, a,b,...)é¢umaPG. easequéncia
3 ,
(b, G ) é uma PA.

a) Qual é o valor de ¢?

b) O ndmero a pertence a PA.? Em caso afirmativo,
qual é a sua posicao nessa sequéncia?

Sejam f e g duas funcdes definidas de N* em N*
dadas pelos termos geraisa, = 3n + 4eb = 2%,
respectivamente. Verifique se f é uma PA. e g é
uma PG., e, em caso afirmativo, determine suas
respectivas razoes.

Em uma P.A. crescente, cujo primeiro termo vale
2,022 052 e0 142termos formam, nessa ordem,
uma P.G. Obtenha a razdo dessa P.G.

Qual é a condicao sobre os nUmeros reais a, b e
c de modo que a sequéncia (a, b, c) seja, simul-
taneamente, uma PA. e uma PG.?

185
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Observe que, seq = 1, a férmula deduzida ndo pode ser aplicada, pois anula meiros dias. Considere
o denominador. Nesse caso, todos os termos da P.G. sdo iguais e, para calcular como dia 1 o dia da
a soma de seus n primeiros termos, basta fazer:

CAPITULO 9

Soma dos n primeiros termos de uma P.G.

Seja (a,, a,, ..., a, ...) uma P.G.
Queremos encontrar uma expressao para a soma de seus n primeiros termos, a saber:

S =a,+a +a +..+a ,+a 1
n 1 2 3 n—1 n

Multiplicando por q (com g # 0) os dois membros da igualdade anterior e lembrando a formacédo dos
elementos de uma P.G., segue que:

q-S,=qgl@,+a,+a,+..+a , +a)=
=a, qta,rqt+a,rq+..+a ,-qt+a -q

—— ~—— — —

3, 3 3, a,

q-S,=a,+ta,+ta, +..+a +a -q 2

Subtraindo ‘1 de 2 obtemos:

q-Sn—Sn=(%+/ar3+...+%1+/a/n+an-q)—(a1+%+%+...+%71+9{)

oA D=a A A erse yisTo |
Comoa =a,-q"" ', temos:

Considerando a situa-
¢do descrita na secao
Troque ideias da pagina
q#1 a(q”—'l) 182 d . ,
S . (g—1)=aq" —a _ & , determine o nu-
n (@ ) i ! 5, q-—1 mero total de visitantes
do blogue nos dez pri-

S.-@—-1=aq" " '"-q-—a, istoé,

criacdo do blogue, de
modo que a PG. que
representa o nimero
S,=a, ta,+..+a =a+a+..+a=>5=n-a didrio de visitantes &: (2,

6,18, 54, ...).
n parcelas ) N J

® | EXERCICIO RESOLVIDO

13 Um individuo pediu a um amigo um empréstimo e combinou de paga-lo em oito prestagdes, sendo a

primeira de R$ 60,00, a segunda de R$ 90,00, a terceira de R$ 135,00, e assim por diante, mantendo o
mesmo padrao.
Qual é o valor total a ser pago?

Solucao: 90
A sequéncia de valores das prestacoes (60; 90; 135; 202,50; ...) é uma P.G. derazdo q = o0 1,5.
O valor total a ser pago corresponde a soma dos oito primeiros termos dessa P.G., a saber:
&8s, - a-@—-1) _ 60-(1,55-1)
g s q-— 1 1,5 —1
Com uma calculadora, obtemos o valor aproximado de 1,58 = 25,63 e S, = % = 2955,6.

O valor total pago é R$ 2955,60.
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8 )
EXERCICIOS {2 i

62 Calcule a soma dos seis primeiros termos da P.G. (=2, 4, -8, ...).

63 Calcule a soma dos oito primeiros termos da P.G. (320, 160, 80, ...).

64 A tabela seguinte informa a projecdo do nimero de livros vendidos em uma livraria nos primeiros anos de

atividade:
Ano Numero de livros
1 50000
2 60000
3 72000
4 86400

Se for mantido esse padrao, qual sera o total de livros vendidos nessa livraria nos seus dez primeiros anos
de atividade? Considere 1,2° = 2,5.

65 No financiamento de uma moto, ficou combinado que o proprietério faria 0 pagamento em vinte prestacoes
mensais que formam uma P.G. de razao 1,02.

Sabendo que o valor da quarta prestacdo era de R$ 318,00, determine o valor total pago pela moto.

Considere: 1,023 = 1,06 e 1,022° = 1,5.

n

66 Seja a sequéncia definida pelo termo geral a, = 5;5 , n e N*.

a) Calcule a soma de seus trés primeiros termos.

b) Quantos termos devemos somar na sequéncia, a partir do primeiro, a fim de obter somaiguala 147627

67 Na sequéncia abaixo, todos os tridngulos sdo equilateros e o perimetro de determinado tridngulo, a partir

do 29, é % do perimetro do triangulo anterior:

A=A A= A=A~ AN~/\

Sabendo que o lado do 2¢ tridngulo mede 1 m, determine:

a) a medida do perimetro do 12 triangulo;
b) a medida do lado do 4¢ triangulo;

¢) o numero inteiro minimo de metros necesséarios para a construcdo da sequéncia acima. Considere
1,257 = 4,8.

68 Certo dia, em uma pequena cidade, 5 pessoas ficam sabendo que um casal do colégio comecou a namorar.
No dia seguinte, cada uma delas contou essa noticia para outras duas pessoas. Cada uma dessas pessoas
repassou, no dia seguinte, essa noticia para outras duas pessoas e assim sucessivamente. Passados oito dias,
quantas pessoas ja estardo sabendo da noticia? Admita que ninguém fique sabendo da noticia por mais de

uma pessoa.
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CAPITULO 9

Soma dos termos de uma P.G. infinita

Seja (a ) uma sequéncia dada pelo termo geral: a_ = (11—0) , para n € N*. Vamos atribuir valores para n

(n=1,2,3,...) para caracterizar essa sequéncia:

n=1=>a1=10=0,1
n=2:>a2=11ﬁ=0,01
n=3=a,=—= =000
n=4=a, = —=t= = 0,000

1
1010

n=10=a,= = 0,0000000001

Trata-se da P.G. (0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; ...) derazdo q = 11—0 E facil perceber que, a medida que o
valor do expoente n aumenta, o valor do termo a_fica cada vez mais proximo de zero.

10

n
trariamente grande”), vale zero e representamos esse fato da seguinte maneira: lima =0 (ou lim (ﬁ) = O).
n—w n—oo

Dizemos, entéo, que o limitedea = (L> , quando n tende ao infinito (isto é, quando n se torna “arbi-

fFaca as contas com algumas outras sequéncias desse tipo, como, por Q
exemplo, a_ = (%) b= —(%) ouc, = 0,75", e verifique se chega a mesma

- Por que essa propriedade
conclusdo. Use uma calculadora. g prop

nao vale para sequéncias
De modo geral, pode-se mostrar que, se g € R, com |g| < 1, isto é, dotipoa = 2" ou
. b =10"0u

—1<qg<1,entdolimq" = 0. T

Nosso objetivo é calcular a soma dos infinitos termos de uma P.G. cuja razéo
qétalque -1 <g<1.

Para isso, precisamos analisar o que ocorre com a soma de seus n primeiros
termos quando n tende ao infinito, isto é, quando n se torna “arbitrariamente
grande”. Temos:

a, - (q"—1
limS = lim (#) com—-1<qg<1
n—ow n—o q —
Levando em conta as consideracbes anteriores, temos que:
limqg" =0
Assim, segue que: r
ims _ a, - (0-1) oma,
o f qg-—1 qg-—1 1—q
Na PG. (a,, a,, a,, ..., a,...) derazéo q, com —1 < q < 1, temos:
ims — &
n—w 1 _ q

a
Dizemos, entdo, que a soma dos termos da P.G. infinita é igual a 1
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EXEMPLO 5
1

Vamos calcular a soma dos termos da P.G. infinita ( X

T

ENIE

Inicialmente, note que q = 1? e—1< 17 < 1.

A a1
a
Assim:1—+1—+1—+...: LI 2 :L:1
2 T
2

4 8 1—q 1— 1
2
Podemos interpretar geometricamente esse fato.
Vamos considerar o seguinte experi-
mento:
Seja um quadrado de lado unitario. Vamos ©
dividi-lo em duas partes iguais, hachurar uma

N|—
N

@)\
! 2@ (-
Z

oo|—
=
N
!

delas e, na outra, repetir o procedimento, isto ®
é, dividir essa parte em duas partes iguais,
hachurando uma delas e dividindo a outra
em duas partes iguais. [

Vamos continuar, em cada etapa, divi- 4
dindo a parte ndo hachurada em duas até
gue nao seja mais possivel fazé-lo, devido
ao tamanho reduzido da parte. A operacéo
pode ser repetida indefinidamente usando,
por exemplo, um programa computacional.

Afigura ao lado ilustra esse procedimento.

A soma das areas dos “infinitos” retdngu-
los assim construidos deve serigual a drea do
quadrado original, isto é:

~©
N|—=

ENES
o

N|—

®

=
N|—=

N|—

g 1.1
2 2 2 4 2

+

1.1
4 4
ou, melhor:

+—+

SR E
2 4 8 16 32 64
- a

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

14 Obtenha a fragdo geratriz da dizima 0,2222...
Solucao:
Sejax = 0,2222... . Podemos escrever x na forma:
x=0,2 + 0,02 + 0,002 + 0,0002 + ...

Observe que x representa a soma dos termos de uma P.G. infinita, cujo 12 termo é a, = 0,2 e a razédo é
_002 _ 01

0,2
Assim: x = % = U =X = =
' 1—q 1-0,1 9
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2 3 4 4

15 o x—>+2 X, -

Resolva, em R, a equagdo x T 3

Solucao:

2 3 4
O 12 membro da equacao representa a soma dos termos da P.G. infinita (x, _XT’ 1X_6 —2—4, ) cujo valor é:
a X
1-q O
(%)
Daf:
S = 3X=4+x > x=2
1y 3
4
Note que, para x = 2, temos q = —%= —%e —-1<qg<1.
9

EXERCICIOS {05
69 Determine o valor de:

a)20+10+5+25+ .. d) —25-5-1——+ -1 _

9 9 5 25
b) 90 + 9 + = + =+ ... 11
10 100 €9-3+1——+——

€) 1073+ 104+ 1075 + ... 39
70 Seja a sequéncia (a ) dada pelo termo geral a_ = > ?3”' em que n € N*.

Qual éovalordea, + a, + a, ta, + .7
71 Encontre a fracdo geratriz de cada uma das sequintes dizimas periddicas:

a) 0,444... b) 1,777... c) 0,27 d) 2,36

72 Considere uma sequéncia infinita de quadrados (Q1, Q,. Q. ...), em que, a partir de Q,, a medida do lado
de cada quadrado ¢é a décima parte da medida do lado do quadrado anterior. Sabendo que o lado de Q,
mede 10 cm, determine:

a) a soma dos perimetros de todos os quadrados da sequéncia;
b) a soma das areas de todos os quadrados da sequéncia.

73 Resolva, em R, as seguintes equacoes:

3 4 5 'I XZ X3 X4 4
2+X_+X_+X_+m=_ + — 4+ — _— L= —
)X+t 3 Xt T e T 6 3
b)(1+x)+(1+x*+(1+x°+..=3 d) 26+ 2x- 14 2x-2 4+ . =0,25

74 Seja um triangulo equilatero de lado 12 cm. Unindo-se os pontos médios dos lados desse tridngulo, obtém-
-se outro triangulo equildtero no centro da figura. Unindo-se os pontos médios dos lados desse Ultimo
tridangulo, constrdi-se outro triangulo no centro da figura, e assim indefinidamente.

a) Qual é a soma dos perimetros de todos os tridngulos assim construidos?
b) Qual é a soma das areas de todos os triangulos assim construidos?

75 Uma bola ¢ atirada ao chdo de uma altura de 200 cm. Ao atingir o solo pela primeira vez, ela sobe até
uma altura de 100 cm, cai e atinge o solo pela segunda vez, subindo até uma altura de 50 cm, e assim por

diante subindo sempre metade da altura anterior, até perder energia e cessar o movimento. Quantos metros
a bola percorre ao todo?




Progressao geométrica e funcao
exponencial

Vamos estabelecer uma interessante conexao entre a
P.G. e a funcdo exponencial.

Sejaa PG.(1,2,4,8,16,32,...); ja vimos que essa se-
guéncia é uma funcdo f com dominio em N*, como mostra
o diagrama abaixo.

A representacao gréfica de f é dada ao lado:

O termo geral dessa P.G. é:

a =a-'qQ '"=a=1-2"""=="=3 =

n 1

Desse modo, podemos associar f a funcao exponencial
1 . S
dada pory = 5 2%, restrita aos valores naturais nao nulos

que a variavel x assume.

Veja o grafico da funcdo exponencial dada por
y = % - 2%, com dominio em R, e compare com o grafico

anterior.
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192 CAPITULO 9

)
EXERCICIOS 0 BN

76 Seja f: N* — R uma fungao definida por f(x) = 4 - (0,5)~.
a) Represente o conjunto imagem de f.
b) Esboce o grafico de f.

77 0O gréfico abaixo representa a fungao f, de dominio N*, definida pory = % - 3**k sendo k uma constante real.

y
O ... "
2 :
3 } i
2 ' i
A i :
1.2 B : :
I ' : ‘ .
0 1 2 3 4 X

a) Determine o valor de k.

b) Qual é a progressao geométrica associada a funcdo f? Obtenha seu termo geral e sua razao.

Em um congresso havia 600 profissionais da area de satide. Suponha que, na cerimoénia de en-
cerramento, todos os participantes resolveram cumprimentar-se (uma Unica vez), com um aperto
de méo. Quantos apertos de mdo foram dados ao todo?

UM POUCO DE HISTORIA

A sequéncia de Fibonacci

Uma sequéncia muito conhecida na Matematica é a sequéncia
de Fibonacci, nome pelo qual ficou conhecido o italiano Leonardo
de Pisa (c. 1180-1250). Em 1202, Fibonacci apresentou em seu livro
Liber Abaci o problema que o consagrou.

Fibonacci considerou, no periodo de um ano, um cenario hipoté-
tico para a reproducéo de coelhos. Veja:

« No inicio, ha apenas um casal que acabou de nascer.

« Os casais atingem a maturidade sexual e se reproduzem ao

final de um més.

< Um més é o periodo de gestacdo dos coelhos.

 Todos os meses, cada casal maduro da a luz um novo casal.

+ Os coelhos nunca morrem.

STEFANO BIANCHETTI/CORBIS/LATINSTOCK/COLEGAO PARTICULAR

Retrato de Leonardo Fibonacci.
Gravura de Pelle, sem data.
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Acompanhe, a seguir, a quantidade de pares de coelhos, ao final de cada més:

* Infcio: um Unico casal. Qa. )
P -

X
G

= Ao final de um més, o casal acasala. 'Q. '
Continuamos com um par. (@:5)

= Ao final de dois meses, a fémea da a
luz um novo par. Agora sdo dois pares.

- Ao final de trés meses o “primeiro ca-
sal” d& a luz outro par, e o “segundo”
casal acasala. S&o 3 pares.

- Ao final de quatro meses, o “primeiro” 0 '8;. - "i m
casal d4 a luz outro par; o “sequndo = R ea @ M
casal” da a luz pela primeira vez e o @ (T:% g“’f) & %:5)

terceiro par acasala. Sao 5 pares. casal 3 casal 1 casal 4 casal 2 casal 5

e assim por diante...

Asequéncia de pares de coelhos existentes, ao final de cada més, evolui segundo os termos da sequéncia:
(1,1,2,3,5,8,13, 21, 34,55, ..)
Note que, a partir do terceiro, cada termo dessa sequéncia é igual a soma dos dois termos anteriores.
Assim, essa sequéncia pode ser definida pela lei de recorréncia:
f.=1
f =1
f=f ,+f ,VneEN,n=3

Mais de quinhentos anos mais tarde, o escocés Robert Simson provou a seguinte propriedade
dessa sequéncia: a medida que consideramos cada vez mais termos, o quociente entre um termo
qualquer e o termo antecedente aproxima-se de 1,61803398..., que é o nUmero de ouro, apresen-
tado no capitulo 2.

Vejamos alguns exemplos:

fio _ 55 fis _ 233 fo _ 6765

- ==, =16176; — =-—""-=1,61806, — = ——

fy 34 f, 144 fo 4181

Outros estudos mostram uma ligacdo entre os niumeros de Fibonacci e a natureza, como a quan-
tidade de arranjos das folhas de algumas plantas em torno do caule, a organizacdo das sementes na

coroa de um girassol etc.

=1,6180

Fontes de pesquisa:

BOVYER, Carl B. Histéria da Matemética. 32 ed. Sao Paulo: Edgard Blucher, 2010.; Eu acho que vi um coelhinho. Unicamp — M3. Disponivel em:<m3.ime.
unicamp.br/recursos/1044>. Acesso em: 7 mar. 2016.; O numero de ouro e a sequéncia de Fibonacci. Disponivel em: <www.uff.br/cdme/rza/rza-html/rza-
fibonacci-br.html>. Acesso: 7 mar. 2016.

ZAPT

193




