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3 introducio

ERNESTO REGHRAN/PULSAR IMAGENS
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Em 2010, pouco mais de 9 mil pessoas residiam na zona rural de Manaus, enquanto cerca de 1792 mil residiam na zona urbana. Vista da

cidade de Manaus (AM), 2015.

Em jornais, revistas e na internet frequentemente encontramos informaces numéricas organizadas em
forma de tabelas, com linhas e colunas. Vejamos alguns casos.

Populacao nos Censos Demograficos, segundo as Grandes Regides, as Unidades
da Federacao e a situacao do domicilio - 1980/2010

pno. [Siuasieide| anasy | Resito | eite | feite |negao ul it Con

1 Urbana 82013375 | 3398897 | 17959640 43550664 | 12153971 4950203
1980 Rural 39137198 | 3368352 | 17459516 9029863 | 7226155 2053312

, Urbana 110875826 5931567 | 25753355 55149437 16392710 7648757
1991 Rural 36041633 | 4325699 | 16716870 7511263 | 5724316 1763485

, Urbana 137755550 | 9002962 | 32929318 65441516 (20306542 10075212
2000 Rural 31835143 | 3890599 | 14763935 6855835 | 4783241 1541533

, Urbana 160925792 | 11644509 | 38821246 74696178 23260896 12482963
2010 Rural 29830007 | 4199945 | 14260704 5668232 | 4125995 1575131

(1) Populagéo recenseada. (2) Populacao residente.
Fonte: IBGE, Censo Demogréafico 1980, 1991, 2000 e 2010. Disponivel em: <www.censo2010.ibge.gov.br/sinopse/index.php?dados=8>.Acesso em: 10 mar. 2016.
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CAPITULO 5
Producao, consumo e importacao de feijao (mil toneladas)
Producao Consumo Importacao
Ano
Projecao Limit.e Projecao Limi’ge Projecao Limitle
superior superior superior

2015/16 3363 4022 3357 3778 150 296
2016/17 3334 4267 3364 3959 149 357
2017/18 3345 4290 3371 4100 149 403
2018/19 3355 4313 3379 4219 149 442
2019/20 3366 4335 3386 4326 149 476
2020/21 3376 4358 3393 4423 148 507
2021/22 3387 4380 3400 4512 148 536
2022/23 3397 4403 3407 4596 148 562
2023/24 3408 4425 3414 4675 147 587
2024/25 3418 4447 3421 4751 147 611

Fonte: Projecées do agronegécio Brasil 2014/15 a 2024/25 — Projecbes de longo prazo. jul. 2015. Disponivel em: <www.agricultura.gov.br/arq_editor/PROJECOES DO
AGRONEGOCIO 2025 WEB.pdf>. Acesso em: 10 mar. 2016.

Sejam m e n nUmeros naturais ndo nulos.

Uma tabela de m - n nimeros reais dispostos em m linhas (filas horizontais) e n colunas (filas verticais)
é uma matriz do tipo (ou formato) m X n, ou simplesmente matriz m X n.

Representamos usualmente uma matriz colocando seus elementos (nUmeros reais) entre parénteses

ou entre col

Vejamos alguns exemplos:
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0
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chetes.

2

-2 l} é uma matriz 1 X 3.

6 2
3 -1

€ uma matriz 3 X 2.

}é uma matriz 2 X 2.

1 0
.D=| 0 2
-1 0
4
.E: —1
0
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O W N

é uma matriz 3 X 1.

€ uma matriz 3 X 4.



Como surgiram as matrizes

As matrizes teriam surgido com a escola
inglesa Trinity College, em um artigo do mate-
matico Arthur Cayley (1821-1895), datado de
1858. Vale lembrar, no entanto, que, bem antes,
no século III a.C., os chineses j& desenvolviam
um processo de resolucao de sistemas lineares
em que aparecia implicita a ideia das matrizes.

Cayley criou as matrizes no contexto de
estrutura algébrica (assunto de Matematica do
Ensino Superior), sem pensar em suas aplicacoes
praticas que apareceriam posteriormente, como
a representacao de informagdes numéricas em
tabelas, organizadas segundo linhas e colunas,
a computacao grafica, as imagens digitais etc.

ALAMY/FOTOARENA
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Fonte de pesquisa: BOYER, Carl B. Historia da Matemética. 32 ed. Trinity College, Cambridge, Inglaterra, 2015.

Sao Paulo: Edgard Blucher, 2010.

I3 Representacio de uma matriz

Consideremos uma matriz A do tipo m X n. Um elemento qualquer dessa
matriz pode ser representado pelo simbolo a;, no qual o indice i refere-se a linha
e o indice j refere-se a coluna em que se encontra tal elemento.

Vamos convencionar que as linhas sdo numeradas de cima para baixo, e as
colunas, da esquerda para a direita.

De modo geral, uma matriz A do tipo m X n é representada por A = (aij)m -
em que i e j sdo nUmeros inteiros positivos taisque T<is=m, 1<j<n, e a, éum
elemento qualquer de A. Acompanhe o exemplo a seguir.

EXEMPLO 1

-1 0
SejaamatrizA=|_2 5

3 4

3 X2

0N

Q
Il
|

N

+ O elemento que estd na linha 1, coluna 1,

0N

Q
Il

(@]

+ O elemento que estéd na linha 1, coluna 2,

D~

Q
Il
|

N

+ O elemento que estd na linha 2, coluna 1,

D~

QL
Il

ul

« O elemento que estd na linha 2, coluna 2,
« O elemento que esté na linha 3, coluna 1, é a,. = 3.

+ O elemento que esta na linha 3, coluna 2, éa_, = 4.

gty ok e e
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68 CAPITULO 5

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

1 EscrevaamatrizA = (a,),,, emquea; =i— |
Solucao:
a, a
A é uma matriz do tipo 2 X 3 e pode ser genericamente representada por A = (a” 5 aBJ'
21 22 23
Fazendo a; =i — j, temos:
ca,=1-1=0 ca,=1-2=—1 ca,=1-3=-2
ca,=2-1=1 ca,=2-2-= ca,=2-3=-1
Assim, A = 0 —1-2 .
1 0 —1

3 Matrizes especiais

Vejamos alguns tipos de matrizes especiais.

- Matriz linha: é uma matriz formada por uma Unica linha.

c A= (O 2 4>é uma matriz linha 1 X 3.
«B=[0 —-3]éuma matrizlinha 1 X 2.

« Matriz coluna: é uma matriz formada por uma Unica coluna.

2

o« A= _64 é uma matriz coluna 4 X 1.
-8
3
1 7 .

- B = Z é uma matriz coluna 3 X 1.
0

- Matriz nula: é uma matriz cujos elementos sdo todos iguais a zero.
Pode-se indicar a matriz nula m X n por 0_

Xn'

+ 0, ,= (8 8 8]éa matriz nula 2 X 3.

. 02“:(8 g)éa matriz nula 2 X 2.

- Matriz quadrada: é uma matriz que possui nimero de linhas igual ao nimero de colunas.

cA= )é uma matriz quadrada 2 X 2. Dizemos que A é matriz quadrada de ordem 2.

(0 &
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5 —1 %
«B= 50 7 é uma matriz quadrada 3 X 3. Dizemos que B é quadrada de ordem 3.
4

31

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Temos que:

« 0s elementos de A cujo indice da linha é igual ao indice da coluna constituem a diagonal principal
de A.

Se A ¢ uma matriz quadrada de ordem 3, os elementos a,, a,, e a,, formam a diagonal principal de A:

- 0s elementos da matriz A cuja soma dos indices da linha e da coluna é igual a n + 1 constituem a
diagonal secundaria de A.

Retomando o exemplo anterior, os elementos a,,, a,, e a,, formam a diagonal secundaria de A.

3 Matriz transposta
Dada uma matriz A = (@ ¢ o chama-se transposta de A (indica-se por AY) a matriz:
A= (@
tal que a; = a;para todo i e todo j.

Em outras palavras, a matriz At é obtida a partir de A trocando-se, ordenadamente, suas linhas pelas
colunas.

1 3
-AtranspostadeA=( )éA‘=(1 5).

59 3 9
Para a matriz A, observe que:a,, = 1 = a|,
a, =3=a,
a21 = 5 = a|12
a22 = 9 = aIZZ
1 2 3 -
L] = A t = 2 5
A transposta de B [4 c G}e B 22
4 0 1 4 -15
« AtranspostadeC=|—-1 2 3 |[éC'=| 0 2 —4 |
5 —4 7 T3 7
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CAPITULO 5

)
EXERCICIOS

1 Dé o tipo (formato) de cada uma das seguintes

matrizes:
13 (1 57
a) A=|_7; dD=|3 14
4 2 |—296
1
b) B=(3 -429 e)E=|1
G-429) ae-|)
1 3 1 4 2 =3
C)C=|:_4 2i| f)F= 2 7 0 —1
3 9 0 -5
2 Em cada caso, determine o elemento a,,, seexistir:
(1 0 7
a)A=|-54 3 c)A=[33?)
-1 2 5
[ 4
3 4 10 7
b) A=]_7 wA:[s 1 1}
1

3 Escreva a matriz A = (aij)2 o €mauea, = 3i - 2].

4 Determine a matriz B =(bij)3xz, sendo bij =2+i+].

5 Qual éasoma doselementos da matrizC = (cij)2 w
emquec =1+i—j?
i

6 Em cada caso, obtenha a transposta da matriz dada:

0 -2
7 —4 T "
a A=[ } e)E=
) T 0 ) 0,5 7
3 4,1
5
6 2 7
b)B=|1 0 f)F=|1
4 -1 0
3
- 2 1 =2
¢ C= 8 _31 _59} g9G=-3 1 2
- 3 -1 2

d)D=(-875)

7 Seja A= (au)3 < €mauea, = 2i + 3]. Escreva a
matriz Al

& FACA NO
X9 CADERNO

8 Qualéoelementoa, damatrizA=(a)), ., emque

a = (=1 TJ?

9 SejaamatrizA=(a,),,, emquea, =i-]. Forneca
os elementos que pertencem as diagonais principal
e secundaria de A.

10 Na matriz seguinte, estdo representadas as
quantidades de sorvetes de 1 bola e de 2 bolas
comercializados no primeiro bimestre de um ano
em uma sorveteria:

A —[1320 1850
1485 2040

THINKSTOCK/GETTY IMAGES

Cada elemento a, dessa matriz representa o nimero
de unidades do sorvete do tipo i (i = 1 representa
uma bola e i = 2, duas bolas) vendidas no més j
(j = 1 representa janeiro e j = 2, fevereiro).

a) Quantos sorvetes de duas bolas foram vendidos
em janeiro?

b) Em fevereiro, quantos sorvetes de duas bolas
foram vendidos a mais que os de uma bola?

c) Se o sorvete de uma bola custa R$ 3,00 e
o de duas bolas custa R$ 5,00, qual foi a
arrecadacdo bruta da sorveteria no primeiro
bimestre com a venda desses dois tipos de
sorvete?

11 A matriz D seguinte representa as distancias (em
quildmetros) entre as cidades X, Y e Z:

0 15 27
D=|15 0 46
27 46 0

Cada elemento a dessa matriz fornece a distan-
cia entre as cidades i e j, com {i, j} C {1, 2, 3}.
Se a cidade X é representada pelo nimero 1, Y
por 2 e Z por 3:

a) determine asdistanciasentreXeY,ZeX,eYeZ.

b) qual é a transposta da matriz D?
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A : 0,sei=]
12 D triz A = (a. ra. =4

é a matriz (3,)s . 5» €M que: a, {1’ i<
cos (mi), se i = |

13 SejaA=(a,), ., emque:a, = {sen ), sei <

a) Escreva A. b) Escreva Al

14 (O quadrangular final de um torneio panamericano de futebol feminino retine as sele¢bes de Argentina, Brasil,
Canadé e México, que jogam entre si no sistema “todos contra todos” uma Unica vez. Na matriz Q seguinte
estd representada a quantidade de gols que a sele¢do do pals i marcou no jogo contra a selecdo do pais j, com
{i,j} € {1,2, 3,4}, sendo queos indices 1, 2, 3 e 4 representam, respectivamente, as selecoes de Argentina,
Brasil, Canada e México. (Sei = j, o elemento q, sera indicado por x.)

x 0 2 2

_ X 3 2
Q 3 3 x 0
1 2 1 X

No futebol, a vitéria vale 3 pontos, o empate vale 1 e a derrota ndo pontua.
a) Qual foi o placar de Canada X México?

b) Qual selecdo terminou com a menor pontuagdo? Qual foi essa pontuacdo?

15 Na tabela a seguir, estdo representadas as quantidades de proteinas, colesterol, calcio e carboidrato encon-
tradas em alguns tipos de queijos.

Composicao por 100 g

Proteinas (g) Colesterol (mg) Calcio (mg) Carboidrato (g)
Queijo minas frescal 17,4 62 579 3,2
Queijo mozarela 22,6 80 875 3,0
Queijo parmesao 35,6 106 992 1,7

Fonte: Tabela Brasileira de Composicao de Alimentos (TACO) 42 edicao revisada e ampliada. 2011. Disponivel em: <www.unicamp.br/nepa/taco/contar/taco 4
edicao_ampliada_e_revisada.pdf?arquivo=taco 4 versao_ampliada_e_revisada.pdf>. Acesso em: 10 mar. 2016.

a) A essa tabela é possivel associar uma matriz Q = (qij) Quais sao os valores de m e n?

m X n"

b) Obtenha os valores de q,, e q,,, explicando seus respectivos significados.

¢) Danilo consome, semanalmente, duas porcoes de 500 g de queijo mozarela cada uma. Substituindo-o
por queijo minas frescal, quantos miligramas a menos de colesterol ele tera ingerido ao fim de um ano?
Considere o ano com 52 semanas.

d) Uma amostra de queijo parmesao apresenta mais ou menos que a metade de carboidratos presente em
uma amostra de mesma massa de queijo frescal?

16 Chama-se trago de uma matriz quadrada a soma dos elementos de sua diagonal principal.
a) Determine os tracos de cada uma das matrizes seguintes:

A=[3 _5},’B= 04 5 g e C=(c),,emauec, =3i+j—1.

sen —1

b) Determine 0 < 6 < 2x, de modo que o trago da matriz M = 4 cos & sejaigual a 1.
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Aplicacoes

Vocé sabia que uma imagem na tela de um computador ou uma foto tirada em uma camera digital
podem ser representadas por matrizes?

Uma imagem digital é formada por um grande nimero de pontos. Cada um desses pontos é chamado
pixel (do inglés “picture element”). O pixel é a menor unidade (elemento) de uma imagem digital. Em
linguagem informal, pixels s&o minusculos “pontinhos” coloridos que, reunidos, compdem uma imagem.
O megapixel é um multiplo do pixel e corresponde a 1 milhdo de pixels. Por exemplo, uma imagem
digital obtida por uma camera com resolucdo de 3840 pixels na horizontal e 2400 pixels na vertical
(3840 x 2400) corresponde a um total de 9216000 pixels (pois 3840 - 2400 = 9216000), ou seja,
aproximadamente 9 megapixels. A titulo de curiosidade, para compartilhamento de fotos na internet ou
envio por e-mail, sdo suficientes cameras de 1 ou 2 megapixels.

Quanto maior o nimero de pixels, maior serd o nimero de detalhes disponiveis no momento da
captura da foto e, desse modo, maior é a chance de uma melhor resolucdo de imagem no momento
que a foto for impressa (a resolugdo depende também da capacidade de captacdo do sensor da camera).

Para compreender o modo pelo qual uma imagem digital é processada e digitalizada, vamos iniciar
com um exemplo simples, no qual serdo usadas apenas duas cores (imagens binarias): preto e branco.

Uma determinada imagem pode ser associada por meio de um algoritmo computacional a uma
matriz cujos elementos sdo os nimeros 0 e 1. Convencionaremos que 0 indica a cor preta e 1 indica
a cor branca.

SHUTTERSTOCK



Seja M a matriz 12 X 12 dada a seguir; a imagem a direita correspondente a essa matriz M.

O = 4 4 a4 d dd A a0
PO o Y G G G GO O o J
OO o Y G G G G G o SRS
OO = Y G G GG o, S GG
[ o T GG o, N G GG
[ o T = T G G GG
O = T = T G GGGy
[ o T GG o, S GGGy
[ = N G GGy ., GG
[ o Y G G G G G G, S
[ o Y G G G G GO S
O = 4 4 a4 4 A4 a4 aa a0

No exemplo seguinte, a matriz 35 X 35 a esquerda fornece a imagem digital do gato Félix, a direita.

REPRODUCAO

REPRODUCAOQ

1117

TTTT

(1]

L

1711
INEAE

B OB -BBO =008 EN0N0R000800

B L T - S,

B T L L L =
B O T T T T I S,
eSSl S0 =00 80 0000808 BD -

Reproducéo de imagem disponivel em: <www.uff.br/cdme/matrix/matrix-html/matrix_boolean/matrix_boolean_br.html>. Acesso em: 10 mar. 2016.

As imagens digitais sao representacdes processadas por um computador ou adquiridas por meio de um dis-
positivo de captura e processadas, posteriormente, por algoritmos computacionais. Como informacéo digital,
elas podem ser armazenadas, processadas e transformadas por qualquer sistema de informacdo multimidia.

Na computacdo, a menor unidade de informagdo que pode ser transmitida ou armazenada é 1 bit (do
inglés “binary digit” ou “digito binario”). O bit pode assumir apenas dois valores: 0 e 1. Normalmente, em
imagens 2D (duas dimensodes) capturadas em uma camera digital, os programas computacionais associam a
cada unidade de imagem um valor inteiro ndo negativo correspondente a 1 byte = 8 bits.

O 12 bit pode ser 0 ou 1; temos 2 possibilidades;
O 2@ bit pode ser 0 ou 1; temos 2 possibilidades;

O 8¢ bit pode ser 0 ou 1; temos 2 possibilidades.

Assim, o nimero de valores distintos possiveis que podem ser associados a um pixel é

2:2-..-2=28=256.
8 fatores

Nessas condicbes, O passa a indicar a cor preta (auséncia total de intensidade luminosa) e 255 passa a
indicar a cor branca (intensidade luminosa méxima), sendo que os valores intermediérios 1, 2, 3, ..., 252,
253 e 254 passam a indicar as inUmeras tonalidades de cinza. Do cinza muito escuro ao cinza muito claro
ha 254 tonalidades distintas!

E através dessa codificacdo que sao formadas as imagens digitais em preto e branco, com as tonalidades
intermedidrias de cinza.
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Observe estas duas imagens.

GIlE v & o G G e

REPRODUCAO

Reprodugédo de imagens disponivel em: <www.ic.unicamp.br/~cpg/
material-didatico/mo815/9802/curso/node6.html>. Acesso em: 10 mar. 2016.

A imagem digital da esquerda mostra um rosto feminino e ha um destaque em uma pequena parte do
olho. A imagem da direita mostra uma matriz 10 X 10 (sdo 100 pixels, pois 10 - 10 = 100) associada a essa
parte destacada. Observe que cada um dos elementos dessa matriz guarda um ntimero inteiro entre 0 e 255,
correspondente a tonalidade de cinza utilizada em cada pixel, que esté indicada na prépria matriz.

Por fim, para as imagens coloridas, no modelo mais usado de camera, cada pixel pode ser decom-
posto em trés cores primitivas — vermelho, verde e azul —, representadas pelas suas iniciais em inglés
(“red” para vermelho, “green” para verde e “blue” para azul). Esse sistema é conhecido como RGB.

A cada pixel esta associada uma tripla ordenada de valores, indicando, nessa ordem, a intensidade de verme-
lho, verde e azul no ponto de imagem considerado. Assim, por exemplo, temos as seguintes correspondéncias:

vermelho:  RGB (255, 0, 0)
verde: RGB (0, 255, 0)
azul: RGB (0, 0, 255)
amarelo: RGB (255, 255, 0)
abdbora: RGB (255, 117, 24)
azul cobalto: RGB (0, 71, 171)
cobre: RGB (184, 115, 51)
laranja: RGB (255, 165, 0)
J I_intensidade
(;rewtveer}sr%de?gg intensidade  de azul
de verde

Estd curioso para saber a quantidade de tonalidades coloridas distintas que podem ser obtidas em um
pixel? Esse nimero é superior a 16 milhdes! Entenda o porqué:

« O primeiro elemento da tripla RGB, que d& a intensidade de vermelho, pode assumir 256 valores distintos.
« O segundo elemento da tripla RGB, que da a intensidade de verde, pode assumir 256 valores distintos.
« O terceiro elemento da tripla RGB, que da a intensidade de azul, pode assumir 256 valores distintos.
Assim, o numero de tonalidades coloridas distintas em cada pixe/ é:

256 - 256 - 256 = 16777216

Fontes de pesquisa: Matrizes e imagens digitais. Disponivel em: <www.uff.br/cdme/matrix/matrix-html/matrix/br.html>. Acesso em: 10 mar. 2016.; Fundamentos de
processamento de imagem digital. Disponivel em: <www.ic.unicamp.br/~cpg/material-didatico/mo815/9802/curso/curso.html>. Acesso em: 10 mar. 2016.
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[ 1gualdade de matrizes

Duas matrizes A e B de mesmo tipo m X n sdo iguais se todos os seus
elementos correspondentes sao iguais, isto €, sendo A = (a,) eB=(b,) .
ij/mXxn ij/mXxn

OBSERVAGAO ()

Dizemos que elementos

temos que A = B se a; = by, para todo i (i = 1, 2, ..., m) e para todo de mesmo indice (linha
j <J =1,2,..,n). e coluna) sdo corres-
. a 1 3 d S pondentes.
Por exemplo, para que as matrizes A = ( 2 b )e B= ¢ _s/selamiguais,
a=3
q ) d
evemos ter:
=cC
b=-5
9
EXERCICIOS £ & Siano

17 Determine os nimeros reais a, b, c e d para que ~ 21 Determine os nimeros reais a, b, ¢, d, e e f que
a1 2 b tornam verdadeira a igualdade:
setenha(4 c):(d 6) |:a+3 b+2 c+1}tzo
3x2
18 Determine X, y e z reais que satisfacam d 5-e 2f
7 22 Uma matriz quadrada A é dita simétrica se A = A\,
x+y 2 \_ z , , . o
4 X—y 2 1 a) Entre as matrizes seguintes, quais sao simétricas?
0 -3
19 Em cada item determine, caso exista, o nimero A =( )
real m que satisfaz a igualdade: =35
ay(m—1 0)-(3 2m 82(5—5)
T—m m -3 4 5 5
senm  COST
py(2-— ™ T)=[0 1 C:[senﬁ cos3_n]
-3 7 m 7 2 2
. , . 3 2 y
20 Determine os nimeros reais p e q de modo que as b) Sabendo queamatriz| x —2 5 |ésimétrica,
. (p+q —2](6—2)_ — 3z 1
matrizes e sejam iguais.
0 2p-q) \0 3 qual é o valor de x + 2y — z?
\§ J

I Adicdo de matrizes

As tabelas abaixo representam o nimero de unidades vendidas, em uma concessionaria, de dois vei-
culos 0 km, modelos A e B, de acordo com o tipo de combustivel, durante os dois primeiros meses de
determinado ano:

Janeiro Fevereiro
Combustivel ) Combustivel
Flex | Gasolina | Alcool Flex | Gasolina | Alcool
Modelo Modelo
A 4453 1985 415 A 5893 2031 531
B 2693 1378 289 B 3412 1597 402
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De que maneira podemos determinar as vendas de cada tipo de veiculo no
primeiro bimestre desse ano? Intuitivamente, sabemos que é preciso somar os

elementos correspondentes das tabelas anteriores. Usando matrizes, temos:

[4453 1985 415}_k[5893 2031 531}__[10346 4016 946]
2693 1378 289] " [3412 1597 402] | 6105 2975 691

Assim, por exemplo, 4016 é o numero total de veiculos do modelo A, a
gasolina, vendidos no primeiro bimestre.

Dadas duas matrizes do mesmo tipo, A = (), e B = (b, a soma de

|J>m X n!

A com B (representa-se por A + B) é a matriz C = (c. emquec, =a, + bij,

|j>m><n'
paral <ismel<j=<n.

Em outras palavras, a matriz soma C é do mesmo tipo que A e B e é tal que
cada um de seus elementos é a soma de elementos correspondentes de A e B.

SHIEEIE

-3 -4 -1 -4 1 2
5 e bV

2 Resolva a equagao matricial A + X = B, sendo A = [_31 _24 ;]e B = [ 7o }

Solucao:
Uma equagao matricial é aquela em que a incognita é uma matriz.

A matriz procurada é do tipo 2 X 3 e podemos representa-la por X = [ a b ﬂ
e

Temos:
[3 2 1}+[a b c}:[7 5 1}
-1 -4 2 d e f 1 6 7
Dai:

3+4a 2+4b 1+c :[7
1 +d —44+e 2+f 1 6 7

ul
-
| E—

Do conceito de igualdade, temos:
*34+a=7 =a=4 *24+b=5 =b=3 el+c=1=>c=0
e —1+d=1=d=2 c—4d+e=6=>e=10 e 2+f=7=f=5

4 30}

Logo,X=[2 105



Propriedades

Sendo A, B e C matrizes do mesmo tipo (m X n) e 0 a matriz nula, do
tipo m X n, valem as seguintes propriedades para a adicao de matrizes:
I. Comutativa: A+B =B+ A
II. Associativa: (A+B)+C=A+ (B + QO

III. Existéncia do elemento neutro: existe M tal que A + M = A, qualquer
que seja a matriz A_

xXn'
Observe que, nesse caso, M é a matriz nula do tipo m X n.

IV. Existéncia do oposto (ou simétrico): existe A" tal que A + A' =0 _

X n"

Para exemplificar, vejamos a demonstracdo das propriedades II e III.

- Para a propriedade II, dadas as matrizes A = (a”.)m wm B = (bij)m <. €
C= (cij)mX ., temos:

A+B+C=D=(d),,., e A+B+O=E=(),.,

Queremos mostrar que D = E.
Para todoi € {1, 2, ..., m} eparatodoj€ {1, 2, ..., n}, temos:
dy = (@ + by + ¢

Usando a propriedade associativa da adicdo de nimeros reais, podemos

escrever:

du =a, + (bij + Cu) =€ € entdo, D =E,istoé, (A+B) +C=A+ B+ QO
- Para a propriedade III, como A + M = A, entado a,tm,=a=m= 0,

para todo i e todo j. Assim M = 0_ , ou seja, o elemento neutro da

adicdo é a matriz nula.

X

3 Matriz oposta

Seja a matriz A = (aij)m « .~ Chama-se oposta de A a matriz representada
por —A , talque A + (=A) =0

Observe que a matriz —A é obtida de A trocando-se o sinal de cada um de
seus elementos:

sendo 0_ a matriz nula do tipo m X n.

m X n’

1 1
3 = -1 -3 -= 1
o A :{ 3 }; entdo, —A = 3 .
-2 4 0 2 -4 0

7 471 . o . [-7 a
'B_[o,s 5 }'emao' B_[—0,5 —5]

3 subtracio de matrizes

Dadas duas matrizes do mesmo tipo A = (a,), .., e B = (b;) . . chama-se
diferenca entre A e B (representa-se por A — B) a matriz soma de A com a

oposta de B, isto é:

A—-B=A+ (—B)

Matrizes

Note que, se B = (b,)
¢é a oposta de

A= (3),., entéo

'm X n

bij. = —a, para todo
ie{1,2,...m}e
je{1,2,..,nk
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78 CAPITULO 5

Observe os exemplos a seguir:

2 5 -2 3 2 5 2 -3 4 2
‘l=-16 |72 5|=|-16|T|-2-5[=]|-31
4 =2 3 -1 4 =2 -3 1 1T =1

(—03 ;)_(—12 _51)=(—03 ;]+(_21—;j=[:1—23)

1 0 2
3 ResolvaaequacitoX —A+B=C sendoA=| 3 |B=| 4 |[eC=|-2]|
Solucao: ’ - 3
72 modo: m
A matriz X procurada é do tipo 3 X 1, e a representaremos por X =| N
p
Temos:
m 1 0 2 m— 1 2 m—1=2 =m=3 3
X—A+B=C=|n|-|3 |[+| 4 [=|-2|=|n+1|=|-2[2int1=-2=n=-3=X=|-3
P] \-2) (-5 3 p—3 3 p—-3=3 =p=6 6
22 modo:

Recorrendo as propriedades da adicdo de matrizes, podemos “isolar” a matriz X procedendo da mesma
forma se X, A, B e C fossem nliimeros reais. Obtemos:

X=C—-B+A
Assim:
2 0 1 3
X=|-2~ _45 + 32 SO USE _63 Use propriedades da adicdo de matrizes para
3 B obter outra solucdo para o exercicio resolvido 2.
9
EXERCICIOS £ 2 Bormeo
23 Efetue: 24 SejamasmatrizesA =(a,),,, ,, emquea, =2i—je
a) ( 5 7)+ (g _82) B= (1) €mqueb, =i+j. SejaC=A+B,
94 emquec, =a, + b,
0 —1 1117 a) Obtenha os valores dos elementos ¢, e c,..
b) [2 5 ] + { 0 2 ] b) Obtenha a férmula que fornece o valor de um
4 1 -3 4

elemento genérico ¢, em funcdo deiej.

o(1504)-(66 87

25 Resolva as seguintes equacdes matriciais:

11 0o 1 2 4 —1 1 43 50
d|2 3 4|-{1 1 3|+l 0 3 =2 ayX+|111]=|23
7

-1 =2 -5 -3 -2 - 2 1 3 20 78




14 7)Y (=121
P)X=1_2 5 —3]=| -3 24 1
1

3
= 4
4l 2 :X_(—1—ﬂ

26 As tabelas a seguir indicam o nimero de faltas de
trés alunos (A, B e C) em cinco disciplinas (Portugués,
Matematica, Biologia, Historia e Fisica, representadas
por suas iniciais), nos meses de marco e abiril.

1
o | 2
0

Marco
P M B H F
Aluno A 2 1 0 4 2
Aluno B 1 0 2 1 1
Aluno C 5 4 2 2 2
Abril
P M B H F
Aluno A 1 2 0 1 3
Aluno B 0 1 1 3 1
Aluno C 3 1 3 2 3

Matrizes

a) Qual é a matriz que representa o niumero de
faltas desses alunos no primeiro bimestre em
cada disciplina?

b) No primeiro bimestre, qual aluno teve o maior
numero de faltas em Portugués? E em Mate-
matica? E em Histoéria?

27 Uma matriz quadrada A é dita antissimétrica se
A= —A!

a) A matriz ( 05 3) € antissimétrica? E a matriz

(o )

b) Existe algum valor real de m para o qual a
0

matriz [ rg} € antissimétrica? Determine-o,

se existir.
28 Determine a matriz X, tal que (X + A)t = B, sendo:

4 2
1 =24

5 1

3 Multiplicacido de um niimero real

por uma matriz

Seja a matriz A = (a)

m X n

e k um numero real. O produto de k pela ma-

triz A (indica-se: k - A) é a matriz B = (bU)m .« €M que bij =k- a, para todo

ie{1,2,..,m}eparatodoj € {1,2,..n}

Isso significa que B é obtida de A multiplicando-se por k cada um dos ele-

mentos de A.
Observe os exemplos a seguir:

~seA=(2 4 7) entao3-A=(612 21)

_ 2 3
14 6 S 1
-SeA—_10 1},entaoz A= 5?.
-1 4 42 5
«Se A= 1 ,entéo(—Z)-A=[
—1
-~ -30
2
Propriedades

-8 —26}

0

Sejam k e € nimeros reais e A e B matrizes do mesmo tipo. Valem as se-

guintes propriedades:
Lk-(€-A=(k-€-A
I k- (A+B)=k-A+k-B

I (k + €) -
V. 1-A=A

A=k-A+{-A
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A titulo de exemplo, vamos provar a propriedade II. As demais sdo analogas.
Dadas as matrizes A = (a,), ., € B = (b;), ., esendo k € R, temos:

k- (A+B)=C=(¢), ., K-A=D=(d), ., e k-B=E=(e), .,
Vamos mostrar que C = D + E.
Paratodoi € {1,2, ..., m}etodoj€ {1, 2, ..., n}, temos que:
¢ = k- (a; + bij)
Usando a propriedade distributiva da multiplicacdo em relagcdo a adicéo,
para numeros reais, obtemos:
¢, =k-a +k-b =d +e

Dai, podemos concluirque C =D + E,istoé: k- (A+B) =k-A+k-B

)/
EXERCICIOS {2 Hthno
29 DadaamatrizA=(1 2 3 j,obtenhaasmatrizes: % El 43
n n 32 Dadas as matrizes A = : 2 ,B=(12)e
1 L
a)4-A b) S - A Q0 —2-A 5 0
1
° 2
2 4 3 -2 C= 1 , determine a matriz X que verifica a
30 Sejam as matrizesA=| 1 5 |[eB=|—-1 6 ey 0
7
0 o 8 equacao 2A + B =X + 2C.
Determine as seguintes matrizes:
a) 3A+B b) A — 3B c)2-At+3:-B

33 Determine a matriz X que satisfaz a equacao:

2-X'+A=8,
1 -6
4 3 |

Jes=[?

31 Resolva a equacao matricial:
-7 2 1 1 0 3

+2-X= 4

(6 4‘3j (3 12 5) Se”d°A=[—1 05

3 Multiplicacdo de matrizes

A tabela abaixo representa as notas obtidas em um curso de espanhol pelos
alunos X, Y e Z, em cada bimestre do ano letivo.

12 bimestre 2 bimestre 32 bimestre | 4¢ bimestre
Aluno X 7 8 6 8
Aluno Y 4 5 5 7
Aluno Z 8 7 9 10

Para calcular a nota final do ano, o professor deve fazer uma média ponde-
rada usando como pesos, respectivamente, 1, 2, 3 e 4. Assim, a média de cada
aluno sera determinada pela férmula:

(nota,, . - 1)+ (nota, . - 2)+ (nota,,,

m. ) 3) + (nOta42bim, ’ 4)

que equivale a fazer:
(nota.y, - 0,1) + (NOtayy,, - 0,2) + (notas.,, - 0,3) + (Nota,.,,, - 0,4)

1+2+3+4



Matrizes

Podemos representar a tabela das notas bimestrais pela matriz:

7 8 6 8
A=|4 5 5 7
8 7 9 10
Vamos representar os pesos dos bimestres (expressos na forma decimal, em relacdo a soma dos pesos)

pela matriz:
0,1
g=02

0,3

0,4
Vamos calcular as médias de cada aluno:
calunoX: (7-0,1)+@®-0,2)+(6-0,3)+(8-0,4) =73
calunoY: (4-0,1)+(-02)+(5-03)+(7-0,4) =57
alunoZ: (8-0,1)+(7-0,2)+(9-0,3) +(10-0,4) = 8,9

Essas médias podem ser registradas em uma matriz C, que é o produto da matriz A (notas) pela matriz

B (pesos):
78 6 8 8'; 73
C=4557-O'3=5,7
8 7 9 10 04 8,9

A ideia utilizada para obter a matriz C serd usada agora para definirmos matematicamente a multipli-
cacdo de matrizes.

Dadas as matrizes A = (aij)m ., eB= (bjk)n o chama-se produto de A por B, e se indica por A - B,
amatrizC = (cik)mxp, emquec,=a,-b,+a, b, +a,-b, +a,-b, +... +a -b; paratodo
ie{1,2,...mletodoke {1, 2, .. p}

Acompanhe o procedimento que devemos sequir para obter o elemento ¢, da matriz C:

12) Tomamos ordenadamente os n elementos da linha i da matriz A: a,a, ..,a_. 1

in®

29) Tomamos ordenadamente os n elementos da coluna k da matriz B: b, b, ...b

2

nk’

39) Multiplicamos o 1¢ elemento de (1 pelo 1¢ elemento de (2, 0 22 elemento de (1 pelo 22 elemento
de (2, e assim sucessivamente.

49) Somamos os produtos obtidos.

Assim:

OBSERVACOES &)

* A definicdo garante a existéncia do produto A - B se o nimero de colunas de A é igual ao nimero de linhas de B.

* A matriz produto C = A - B é uma matriz cujo numero de linhas é igual ao nimero de linhas de A e o nimero de
colunas é igual ao nimero de colunas de B. Observemos o esquema abaixo:

(m X n) : B(nxp) = C(mxp)
| E—
garante a existéncia

do produto
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82 CAPITULO 5

EXEMPLO 2

1-2

2 3 1

Dadas as matrizes A = (_1 0 2 ] eB= [ 05 J vamos determinar, se existirem, A - Be B - A.
4 1

Como Aé dotipo2 X 3eBédotipo3 X 2, seque que C = A - B existe e é do tipo 2 X 2.

c, C
7o 1M 12
Escrevendo os elementos de C em sua forma genérica, temos C = (c c ) .
21 22/2 X2

Da definicao, temos:
c, (linha1deAecolunaldeB)c,=2-1+3-0+1-4=6

¢, (linha1deAecoluna2deB):c,=2-(=2)+3-5+1-1=12

¢, (linha2deAecolunaldeB):c, =(=1)-1+0-0+2-4=7

21

¢, (linha2deAecoluna2deB):c,=(-1)-(=2)+0-5+2-1=4

(6 12
Logo,C—(7 4)

Como B édotipo3 X 2eAédotipo2 X 3,seque que D = B - Aexiste e é do tipo 3 X 3.
d

1 -2 1
Assim,D=|qg 5 -(2 3 1)= d,,
d

a1 -10 2 N

o O O

12 d13
22 d23 .
32 d33
Aplicando a definicdo, obtemos:
d, (linhaldeBecolunaldeA):d, =1-2+(=2)-(-1)=4

d, (linha1deBecoluna2deA):d,=1-3+(-2)-0=3

d . (linhaldeBecoluna3deA):d ,=1-1+(-2)-2=-3



+d, (linha2deBecolunaldeA):d, =0-2+5-(-1)=-5

+d, (linha2deBecoluna2deA):d,,=0-3+5-0=0

0 5 3
0
+d_(linha2deBecoluna3deA):d, =0-1+5-2=10
0 5 1
2
+d (inha3deBecolunaldeA):d, =4-2+1-(=1)=7
4 1 2

+d (inha3deBecoluna2deA):d,=4-3+1-0=12

+d,, (linha3deBecoluna3deA):d,,;=4-1+1-2=6

4 1 1
2
4 3 -3
Llogo,D=|-5 0 10 |
7 12 6

Matrizes

Observe, neste exemplo, que C = A - B éuma matriz2 X 2eD = B - A é uma matriz3 X 3.

EXEMPLO 3

5 12

A, B ,=A-Bédotipo2 X2
| E——

B,,,"A  ,=B-Aédotipo2 X2
| I

Temos:

A'B=|:_12:|'[1_3]= G Gy
0 5 12 G &
cc.,=(—1-14+2-1=1

1"

“¢,=0-1+5-1=5

'C12=(_1)'(_3)+2'2=7
¢, =0-(-3)+5-2=10

Dal A-B=|1"7 :
510

matriz produto?
\\§

Dadas as matrizes A = [_1 2} eB= [1 -3 } vamos determinar, se existirem, A-BeB - A.
0

Como A é do tipo 2 X 2 e B também, concluimos que existem A - Be B - A, pois:

& pexse isTo:

E sempre possivel
multiplicar duas ma-
trizes quadradas de
mesma ordem? O que
se pode afirmar em
relacdo ao tipo da
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_[1=37.[-127_1dy dy
B-A= . =

[1 2} [o 5} {dm dzj
'd11=1'(_1)+(_3)‘0=—1 -d12=1.2+(_3).5=_13
cd,, =1-(=1)+2-0=—1 cd,=1-2+2-5=12
Dai,B-A:[—“B}

-1 12

Observe, neste exemplo, que A - B # B - A.
a4

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

4 Sejam as matrizes A = (a,), , 5,

= (cik)6 - qual é o valor do elemento c_.?

emquea, =i—jeB=(b), ,emqueb =j+k SendoC=A-B=

Solucao:
O elemento c,, da matriz produto C sera obtido multiplicando-se ordenadamente os elementos da linha 3
de A e os da coluna 5 de B e, em seguida, somando os produtos obtidos.

Dessa forma, usamos a “regra de formacao” dos elementos de A e B para determinar apenas as filas pro-

curadas:
A=|85 8;, a; [=|2 1 0 -B=| - b, .. _ 7
.. by, .. 8
6X3 3X8

Assim,c..=2-6+1:-7+0-8=19.

735

- - 57 4
5 Resolva a equacdo matricial A - X = B, sendo A = eB=|, |

2 3 1
Solucao:
Precisamos, inicialmente, determinar o tipo da matriz X.
Temos:
A X = B
[’ 4 4

Devemos ter:
° n = 2, para garantir a existéncia do produto;

* p = 1, pois o numero de colunas de X é igual ao nimero de colunas de B.

s
oo (5 7)-(9)- )

Efetuando a multiplicacdo, obtemos:

5r+ 7s 4 : + 7s = . ,
= , donde resulta o sistema S IS S A , cujasolucdo ér=5es = —3.
2 425 2r+ 3s =1

Assim, X = >
ssim, X =| _5 |



Matrizes

)
EXERCICIOS [ B,
34 Determine, se existirem, os produtos: 2
a)'12][2 3} D2 (6 -2 9
134 [-21
_ 4\ (1
1 =21.[-2 3 2 —1 g)()-()
b .
)_3 4} [—1 0 0—4} 30
_ 1 =2 1 2 —1) (3 0 1
c)_21]—1—4 o 3 1[4 —11
L0 31 12 4 5 -2 2 )1 20
3 4 1 2 35 Sejam as matrizes:
d)|5 6 1].[-3 13
7 8 1 4 _ (21 _ 4
] A {2 OJ’ (3 JEC (1
) -1 4
-5 0 . L
-1 3 [3 _2} Determine, se existir:
el 111 s a)A-B Q) A-C e) B A
2 2 b)B-A d)B-C
|\ J
3 Matriz identidade

Seja A uma matriz quadrada de ordem n.
A é denominada matriz identidade de ordem n (indica-se por I ) se os

elementos de sua diagonal principal sdo todos iguais a 1, e os demais elementos
sdo iguais a zero. Assim:

ol = ((1) (1)) é a matriz identidade de ordem 2.

100
e = {O 10 ] ¢ a matriz identidade de ordem 3.
00 1

1 0 ... 0
10 1 o, . )
ol = * | é a matriz identidade de ordem n.
: -0
0 ... ... 1
Propriedades

Vamos observar, por meio de exemplos, algumas propriedades relativas a

multiplicacdo de matrizes envolvendo a matriz identidade. m

I. A é uma matriz quadrada de ordem n.

5 ' 3 =1 2
-SejaA=[ _}. SgaB=| 0 5 4|
4 3 : -3 =2 1

AT 2 B I B B O Y A B Verifique que B - I, = B
Al [4 3} [0 1} [4 3} A el,-B=B8. ’

o]l f2-17_2 -1]_ - o
I R A B A B
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II. A nao é uma matriz quadrada, isto é, A

, [2 1—3} .
*SejaA= |y 5_22X3.Temos.

I-A=[1 0][21—3}:[2 1 —3}
2 0 1 45 =2 4 5 =2

o comm #Fn:
n

Note que A - |, ndo existe.

100
A-|3:[21—3]0 1 0:[21 —3}
45 =210 01| Las =2

Note que I, - A ndo existe.

. 4 5
* Seja B = 3 1 .
—2 0 J3x2

100][4 5 4 5
L-B={0 1 0|3 1 3 1
001][-20 -2 0

Note que B - I, n3o existe.

Note que |, - B ndo existe.

Em geral, pode-se dizer que:

+ Se A é quadrada de ordem n, temos: A - | =1 - A

=1 A=A
. SeAz(aj)

imxnlcommin,temOSﬂm'A:AeA.|H—A_

Propriedades da multiplicagao de matrizes

Supondo que as matrizes A, B e C sejam de tipos tais que as operacdes abaixo possam ser realizadas,
valem as seguintes propriedades para a multiplicacdo de matrizes:

I. Associativa: (A-B)-C=A-(B:0
II. Distributiva a direita em relagdo a adicdo: (A+B)-C=A-C+B-C
III. Distributiva a esquerda em relacdo a adicdo: C- (A +B)=C-A+ C-B

Observe a validade das propriedades I e II nos exemplos a seguir.

8
. e 4 0 -4 5 1 11
¢ Propriedade I: Sejam A = 3 1 B=11 0 —3/eC= .

~6

8
-16 20 4 M. _[—1620 4) |11]_ (68
(—13 15 6) = A C_(—B 15 6) [—6}_(25)
(17) (40 (17)_(68)
26) = A'(B'C)_(3 —1)' 26) =25

A-B

B-C



Matrizes

. o (3-14), (0
Propriedade II: SeJamA—[5 ; 2), —[1

el

Considere A = [ 1.5 }
-3 4

3 -36

8
A+B (6 S 10):>(A+B) C (6 . 10) (_] [21] R B_[o S}e
3 3 -4 5
.:3—14.11=—”..=0_22.11=(_34) Tl 7ore
Arc [5 7 zj [_6] (105} Brc (1—4 8) |- —84 0 2
verifigue que C- (A + B) =
A-C+ B-C=(_11)+(_34j=(_45), gue coincide com * .

= C-A+C-B.
105 —84 21

Ao estudar as propriedades da multiplicacdo de matrizes, é importante
observar que:

A multiplicagdo de matrizes ndo é comutativa, isto é, em geral, A- B # B - A.

Sejam A = (_% gj eB = (_? ;) vamos determinar A- BeB - A.

2 3) (0 1) _(-338
Azxz'Bzxz:(—1 5)'(—1 2):(—5 9)
+
_(0 1 _(-15
BM'AZXZ‘(—1 2)'(—21 ?5’)—(_4 7)

Existem casos em que apenas uma das multiplicacdes pode ser feita. Por
exemplo, se A é do tipo 2 X 3 e B é do tipo 3 X 4, entdo:
3 (A - B)eédotipo2 X 4

A (B - A), pois o nimero de colunas de B é 4 e o nimero de linhas de A é 2.

Se A-BeB-AexistemeA-B=B-A, dizemos que A e B comutam.
Acompanhe o exemplo a seguir.

a-(22)es-(007)
ae=(2 2 (55)-(07 %)
soa=(C 72 2)-(07 %)

Também é importante observar, ao estudar as propriedades da multiplicagéo
de matrizes, que:

N&o vale a propriedade do anulamento do produto na multiplicagdo de matrizes.

A conhecida propriedadea - b =0=a =0o0ub = 0, vdlida paraaeb
reais, ndo é valida para matrizes. Isso significa que é possivel que o produto
entre duas matrizes seja a matriz nula sem que nenhuma das matrizes seja nula.

Observe:

A= es=[ ]=as [ L) -5 0]
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® ' EXERCICIO RESOLVIDO

()

9

37

40

41

Determine os valores reais de x e y de modo que as matrizes A = ( 2 0 ] eB= [33/ ;() comutem.
=3 4

Solucéo:

Devemos ter A- B =B - A.

A-B = 2 0) (3x)_ 6 2X
~|-34 y 1) \-9+4y -3x+4
_(3x) (2 0)_(6-3x 4

B A‘(M) (—3 4)_(2y—3 4)

Dai:
6 =6 — 3x =x=0
6 2x ) _ 6= 3x 4x) ) 2x = 4x =x=0
-9+4y —-3x +4 2y—-3 4 —9+dy=2y-3>y=3 x=0ey=3
—3x +4 =4 =x=0
EXERCICIOS A
120 58
Sejam as matrizesA=|(0 1 2 |eB=|1 9 |
201 7 =3

SeC = (cij)3 ., € amatriz produto A - B, determine, se existirem, os elementos:

a) ¢, b) c,, o) ¢,

Sejam as matrizes A = (a‘,j)em, emquea; = i+j,eB= (bjk)3 o

matriz produto A - B, determine o elemento c,,.

Determi is, a fim d (2 X)) =2
etermine x ey reais, a fim de que:| | 3 || _g]=|_;}

Seja A uma matriz quadrada de ordem n; definimos A? = A - A. Assim, determine A% nos seguintes
casos:

emqueb, = 2j — k. Sendo C = (), a

1 02
a)A=(;i) b)A=|0 3 4
5 60
Generalizando a definicdo dada no exercicio anterior, temos:
Sen € N* e A é uma matriz quadrada, definimos A" = A- A - ... - A.
—_—
1 n fatores
Sendo A =[ 0 _J, determine:
a) A? b) A c) A* d) A e) A%

_[-4m] . _[22 -15 ,
Sabendo queA—[2 _JeA [_10 m+4}, determine o valor de m.
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42 A tabela abaixo mostra as notas obtidas pelos alunos A, B e C nas provas de Portugués, Matematica e
conhecimentos gerais em um exame vestibular.

Portugués Matematica Conhecimentos gerais
A 4 6 7
9 3 2
C 7 8 10

Se 0s pesos das provas sao 7 (em Portugués), 6 (em Matematica) e 5 (em conhecimentos gerais), qual a
multiplicacdo de matrizes que permite determinar a pontuacao final de cada aluno? Determine a pontuacédo
de cada um.

- .. 21 6 2

43 Resolva a equacdo matricial X - = .

auas (7 3) (5 —7)

44 Na festa junina organizada pelos alunos do Ensino Médio de um colégio, o sanduiche de “carne louca” e o hot
dog (cachorro-quente) eram vendidos em trés barracas I, I e Ill espalhadas pelo colégio. Na tabela seguinte esta
representada a quantidade de cada sanduiche vendida por barraca em certa noite; excecao feita a um campo
cujo valor se perdeu.

Barraca Sanduiche Hot dog “Carne louca”
I 22 18
II 36 22
11 7 58

Sabendo que os precos unitarios do hot dog e da “carne louca” eram R$ 4,50 e R$ 6,00, respectivamente,
e que a soma dos valores arrecadados nas trés barracas foi R$ 777,00 naquela noite:

a) determine o valor desconhecido da tabela.

b) represente, por meio de uma multiplicacdo de matrizes, os valores arrecadados em cada uma das barracas.

5
45 Sejam A = T eB= [_52] Sabendo que A-B =0 determine os valores de x e y.

10

4 x 1!

A< WN

0 x 12
46 Determine x e y reais a fim de que as matrizes( y 3] e (_1 5] comutem.

47 Dé exemplos de matrizes quadradas de ordem 2 que comutam com a matriz [_02 (1)}

48 Um laboratério fabrica um antidcido efervescente em duas versoes: tradicional (T) e especial (E). Na tabela
seguinte, temos a composicdo de envelopes de 5 g, nas duas versoes:

Versa
Componente e T E

Bicarbonato de sédio 2,39 2,59

Carbonato de sé6dio 0,59 0,59
Acido citrico 2,29 29

FERNANDO FAVORETTO/CRIAR IMAGEM
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49

FE

51

a) Em um certo més foram fabricados 6000 envelopes na versdo T e 4000 envelopes na verséo E.
Calcule, em quilogramas, a quantidade necessaria de cada componente para a fabricacdo dessas
10000 unidades.

b) Represente, por meio de multiplicacdo de matrizes, os valores encontrados no item a.

¢) Em um outro més foram produzidos 15000 envelopes do antiacido. Calcule a quantidade produzida de
cada versao, sabendo que o consumo total de bicarbonato de sédio foi de 35,6 kg.

Resolva as seguintes equacdes matriciais:

()= (3)

25 —11

b)(13 4)-x=(0 9)
-5 0 20 35

Uma dona de casa registrou, na tabela seguinte, as quantidades (em gramas) de frutas compradas em duas
semanas consecutivas, em um mesmo supermercado:

Frut
Suendra G ruta Banana Maca Laranja Mamao
12 semana 2700 2430 3450 4155
22 semana 1640 3120 3390 3700

Os precos do quilograma (kg) da banana, mac3, laranja e mamao, em vigor nesse periodo, eram respectivamente
R$ 2,35, R$ 3,40, R$ 1,70 e R$ 2,60.

Determine, a partir do célculo de um produto de matrizes, a quantia, em reais, gasta pela dona de casa,
em cada semana.

Na matriz A, a seguir, estao representadas as quantidades de célcio e magnésio, em miligramas, encontradas
em 100 g de algumas verduras:

Couve-
-manteiga Couve-flor Espinafre Acelga Alface
refogada cozida cru crua  americana
177 16 98 43 14 « Cdlcio
A =
26 5 82 10 6 < Magnésio

Em um restaurante foram elaboradas trés receitas (I, II, III) nas quais foram usadas porcoes de 100 g desses
alimentos. Na matriz B a seguir estao representadas as quantidades de por¢oes:

Receital Receitall Receita lll
1 0 2

< Couve-manteiga
0 1 1 « Couve-flor
B=| 1 2 1 « Espinafre
1 1 1 «— Acelga
L 2 3 3 | « Alface americana

a) Determine a matrizC = A - B.
b) Explique o significado do valor encontrado para o elemento c,, da matriz C.
c) Explique o significado do valor encontrado para o elemento ¢, da matriz C.




Aplicacoes

As transformacdes geométricas no plano (ou
transformacbes 2D — duas dimensodes) sdo muito
usadas pela computacdo grafica para a construgao
de figuras e producdo de imagens. Tais imagens
podem ser percebidas nos efeitos especiais utilizados
no cinema, na TV e nos sistemas multimidia em geral,
além de servir de ferramenta de auxilio em varias
areas da atividade humana.

As trés transformagdes basicas sao: translacao,
rotacao e escala. Vamos estuda-las, relacionando-
-as com a teoria das matrizes e com a Trigonometria.

Representaremos um ponto qualquer P(x, y) de

, . X
uma figura pela matriz coluna P = [y} e o ponto
correspondente P'(x, y'), obtido pela transformacao,

XI
por P' = [y'}' Para cada transformacéo, vamos obter

uma relacdo entre P e P' por meio de uma matriz
(M) de transformacao.

Transla¢cao

A translacdo é uma transformacdo que desloca uma figura sem al- y
terar sua forma e suas dimensodes. Esse deslocamento pode ser vertical,

horizontal ou segundo uma certa diregdo.

Consideremos o triangulo ABC ao lado, o qual é transformado no

triangulo A'B'C' por uma translacao horizontal.

Observe que, nessa transformacdo, a abscissa de cada ponto do
AABC é deslocada quatro unidades a direita, e a respectiva ordenada 0

nao sofre alteragdo.

Temos, portanto: (;,) = Gj + (gj istoé, PP=P + M, sendo M = (g] a matriz dessa transformacao.

Suponha agora que o AABC fosse deslocado, na vertical, quatro unidades para baixo, como mostra a

figura seguinte:

y

4

Computacao grafica e matrizes

O filme Guardides da Galaxia apresenta personagens criados por
computacdo grafica, como o Groot.

Assim, ( ) ( ) ( )e, desse modo, P'=P + M, sendo

M = —(O) ( 0 ] a matriz dessa transformacao.

C Observe, no AA'B'C', obtido pela translacdo, que a orde- Q
nada de cada um de seus pontos é deslocada quatro unida-
des para baixo e a respectiva abscissa ndo sofre alteracéo.

Qual é a matriz que
transforma o tridngulo
de vértices A(1, 1),
B3, 1) eC(2,4) no
triangulo de vértices
A(5, 6), B(7,6) e

(6, 9)?

EVERETT COLLECTION/AGB PHOTO
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Rotacao

Vamos considerar unicamente a rotacdo (“giro”) de um ponto P(x, y), em torno da origem
(0, 0), de um angulo de medida 6 graus (6 > 0), tomado no sentido anti-horario.

y
— T P'(x;y")
De acordo com o AOPQ, o ponto P(x, y) tem suas
. coordenadas expressas por:
i) X =1T1"+COS 0 1
5 y=r-senq 2
---------- R R L LA )
[ : sendo r = ¥x? + y? a medida do raio da circunferén-
< - cia de centro na origem, passando por P e P'.
(0] Q Q ’ x

Ao girarmos P de um angulo de medida 6 (graus), ele se transforma no ponto P'. Da Trigonometria, obtemos
as féormulas sen (a + b) =sena-cosb + senb - cosaecos(a+ b) =cosa-cosb — sena-senb, validas

para quaisquer a e b reais. De acordo com o AOP'Q', temos:

XI
cos (o0 + 9) = T:> X =r-cos(o+0)=r-(cosacosd —senosenB) e usando 1 e 2, escrevemos:

x:r‘<%cose—%sen9)=> X =X-cosO —y-senb

Yy
sen (o0 + 0) = T=>y' =r-sen(o.+0)=r-(sen o cosO + sen b cos o) e, usando 1 e 2, escrevemos:

y=r-<%cose+sene-%>:> yy=y:-cos0+ x-seno

X1 _[cos6
[y'} T Lsen©

cos O —sen 6
sen® cos 0

Assim, escrevemos:
—sen O X
cos O y

istoé, PP=M - P sendo M = [ }a matriz de transformacao.

Observe a figura seguinte, em que o ponto P(x, y) é rotacionado em torno da origem, no sentido anti-

-horéario, de 180°. Quais sao suas novas coordenadas?

Como 6 = 180°, temos:

cos 180° —sen 180° -1 0
“lsen 180° cos180° || 0 —1

Assim, P'=M - P:>®:]=(_01 OJ'(?):M(' =-—xey=-y




Escala

Nessa transformacado, ocorre uma modificacdo no tamanho da figura (ampliagdo ou reducao), origi-
nando outra figura, semelhante ou nao a primeira.

Na figura seguinte, o retangulo ABCD ¢é transformado no retangulo A'B'C'D'. Cada ponto
(x, y) do retangulo ABCD é transformado no ponto (x, y) do retangulo AB'CD', com x' = 4 - x e
y' = 4 - y; observe que os retangulos ABCD e A'B'C'D' sdo semelhantes.

y
ko D' €
o
2 LS :
D C
‘l. .......
LI R BN M ,
2 A 5 B A 5 B
0 1 2 3 4 8 12 x
X' _40]'x]. A _[4 O} . -
Podemos escrever[y.} = [O al Lyt istoé, PP=M - P sendo M = 0 al® matriz de transformacéo.

ke

Em um retangulo, as diagonais intersectam-se em
seus pontos médios. Veja os pontos M e M'. Qual é a
relagdo entre suas abscissas (e ordenadas) e as abscis-
sas (e ordenadas) das extremidades das diagonais?

Veja agora a transformacdo abaixo: cada ponto (x, y) do retdngulo ABCD ¢é transformado no ponto
(X, y) do retangulo AB'CD', comx =4 -xey =3 -y:

y

3. ............................

Observe, nesse caso, que os retangulos ABCD e AB'C'D' nao sao semelhantes.

X T4 0] [X] oo 4 o s [40 : .
Temos: [y'] = [O 3} [y] isto é, P'= M- P, sendo M = [O B}a matriz de transformacao.

Fonte de pesquisa: BOLDRINI, José L.; COSTA, Sueli I. Rodrigues; FIGUEIREDO, Vera Licia e WETZLER, Henry G. Algebra linear. 32 ed. Sao Paulo: Harbra, 1986.
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[ Matriz inversa

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz A é dita inversivel (ou invertivel) se existe uma matriz
B (quadrada de ordem n), tal que:

Lembre que | representa a matriz identidade de ordem n.
Nesse caso, B é dita inversa de A e é indicada por A™".

EXEMPLO 4
Ainversa de A = (é ;) EATT = (_35 _;) pois:
(2 1) (3 =1y _(1 0)_
ArA (5 3) (—5 2 0 1 ,

Para verificar se uma matriz quadrada é ou nao invertivel e, em caso afirmativo, determinar sua inversa,
apresentaremos, a seguir, um processo baseado na definicdo de matriz inversa e na resolucao de sistemas.
Vamos trabalhar com matrizes 2 X 2.

EXEMPLO 5

o . . 3 2
Vamos verificar se existe a inversa de A = 5 4/

. . a b
Devemos verificar se existe A™" = (c d)' tal que A- A" = 1.

Temos:
32_ab:10:>3a+2c 3b+2d)_(1 0
5 4 c d 0 1 5a+ 4c  5b+ 4d 0 1

Do conceito de igualdade de matrizes seguem os sistemas:

Jatacm] cujasolucioda=2ec= —=
5a+ 4c=0"'"Y G >
3b+2d=0 . e en 1y 3
5b + 4d = 1+ CWasolucaoeb =—1ed=—

2 =1 _1(a =2
: o _ 1
Assim, A™! = I (_5 3j.
2 2

E facil verificar que a outra condicdo, A~ - A = |, esta satisfeita.
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EXEMPLO 6

e . . 4 2
Vamos verificar se existe a inversa de X = [2 J.

Devemos verificar se existe X~! = [i (ﬂ tal que X - X' = L:
[42][a b}zF O}=>[zla+2c4b+2d]=1o=>1 da+2c=1 5 [4b+2d =0
2 1] [cd] [01 2a+c 2b+d [01} 2a+ c=0 2b+ d=1

Vamos resolver o sistema 1 :

4a + 2¢c =1 4y + =1
{2a+c=0(—2) :{—A(:7/22/2=0(+)
0 =1 (Falso)

A matriznula 0, ,€éin-
versivel? A matriz iden-
tidade I, é inversfvel?

O sistema acima ndo admite solugdes, pois nao existem a e c reais tais
que0-a+ 0-c= 1. Desse modo, j& podemos concluir que ndo existe a
inversa de X (o sistema ‘2 também nao admite solucgdo. Verifique.).

OBSERVACAO @)

O processo apresentado nos exemplos anteriores pode ser aplicado a matrizes quadradas de ordem n,
n = 2. Vale lembrar, no entanto, que, para n = 3, o processo é, em geral, trabalhoso.

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

7 Resolva a equagao matricial A - X = B, sendo A = (g ;) eB= (ﬂ

Solucao:
72 modo:
Para garantir a existéncia do produto A - X, X deve ser uma matriz 2 X 1, a saber X = (2) Veja a continu-

acao no exercicio resolvido 5, na pagina 84.

22 modo:
Supondo que A seja invertivel, de A - X = B, temos:

AT-(A-X)=A"1-B (multiplicamos, a esquerda, por A™")
|
(AT"-A)-X=AT-B (usamos a propriedade associativa da multiplicacdo) -
[-X=A"-B (usamos a definicdo de matriz inversa)

X=A"-B % (usamos a propriedade da matriz identidade)

Na primeira passagem,

Assim, verifiquemos se A é invertivel: poderiamos ter mul-
tiplicado, a direita, os

57).(ab)_(10)_(5a+7c Sb+7d)_(10 dois membros por A2
23] {cd) |01 2a +3c 2b+3d 01
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5

52

53

54
55

56

57

CAPITULO 5

Seguem os sistemas:
{Sa +7c=1
2a+3c=0

5b + 7d
2b + 3d

Assim, concluimos que A é invertivel e A~ = ( 32

= a=3ec=—2e{

Logo, substituindo A" e Bem % , temos: X = A™' - B = (_2 _57) . (?)

EXERCICIOS

. 2 =5}, . 35
Verifique se (_1 3 ]e a inversa de (1 2).

Determine, se existir, a inversa da matriz G (z)j

3
Determine, se existir, a matriz inversa de [2 4).

Para que valor(es) real(is) de x a inversa da matriz

)

A

=1 1) L .
?
( 0 x) € a prépria matriz A’

32 (0 1
(1 1)63_(—34

b) A" -B

Sejam as matrizes A =
Determine:

a) AT +B ) B'-A

Determine x e y reais sabendo que a inversa de

y -3 X
-2

é a matriz x =4
X Xx—05 1

=0

1}

-7
5

59

60

61

b 7ed=5

)

3

i > FACA NO
XY CADERNO

Sendo A = G(

valores de x para os quais A + A™" = |,, sendo 1,
a matriz identidade de ordem 2.

3 (11 4
Hee=(Yy ¢

a) Determine A~".

_OX)' com x € R, determine os

Sejam A = (g

b) Usando o resultado do item a, resolva a equa-
cao A- X =B.
Determine a inversa da matriz X = { }
201
2 1

1 =2
_ 3}eB [0 _J,de—

termine a matriz X (quadrada de ordem 2) tal que
(X-B)"=A.

102
030

Dadas as matrizes A = [

Uma matriz quadrada A se diz ortogonal se A é inversivel e A™" = AL,
a) Determine os nUmeros reais X, y e z de modo que a matriz B seja ortogonal.
1T 0 0
p=|0 12 12
2 2
X y z

b) Mostre que nao existem x e y reais de modo que a matriz C seja ortogonal.

C

=ﬁx

y 2




