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B cilindro

Observe abaixo alguns objetos que encontramos no nosso dia a dia.

FOTOS: CRISTINA XAVIER

Todos esses objetos lembram uma forma geométrica chamada cilindro, que
estudaremos neste tépico.
Note que a lata mostrada na figura ao lado lembra a forma de um sélido
com as seguintes caracteristicas:
- apresenta dois circulos com raios de medidas iguais que estdo contidos
em planos paralelos;

THINKSTOCK/GETTY IMAGES

- sua superficie lateral é constituida por todos os segmentos de reta de igual _ )
comprimento, paralelos a reta que contém os centros dos circulos e que —
tém extremidades nas circunferéncias desses circulos.

Por essas razdes, podemos afirmar que a lata tem a forma de um cilindro.

Consideremos um circulo de centro O e raio de medida r,
contido em um plano o, e um segmento de reta PQ, cuja reta
suporte intersecta o.

Tomemos segmentos de reta paralelos e congruentes a PQ,
cada um deles com uma extremidade em um ponto do circulo e
com a outra extremidade em um mesmo semiespaco determina-
do por a.

A reuniao de todos esses segmentos é um sélido chamado
cilindro circular ou, simplesmente, cilindro.

Elementos e classificacdao

No cilindro representado ao lado, temos:
« os circulos de centros O e O' e raio de medida r, contidos em planos
paralelos, chamados bases do cilindro;

« 0s segmentos paralelos a OO', com extremidades em pontos das
circunferéncias das bases, chamados geratrizes do cilindro;

- areta OO', que é o eixo do cilindro;

- a distancia, entre os planos das bases, que é a altura do cilindro.
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Quanto a inclinacdo da geratriz em relacdo aos planos
de suas bases, um cilindro classifica-se em:
- cilindro obliquo, se a geratriz é obliqua aos planos
das bases;
- cilindro reto, se a geratriz é perpendicular aos planos
das bases. Nesse caso, a geratriz é a altura do cilindro.

cilindro obliquo

Areas do cilindro circular reto
Area da base (A))
A &rea da base é a area de um circulo de raio de medida r.

— 2
A, = mr

Area lateral (A))

Dé-se o nome de area lateral a 4rea de um retdngulo de base 2nrr (com-
primento da circunferéncia da base) e altura h, em que r é a medida do raio
da base do cilindro e h a medida da altura do cilindro.

Isso pode ser visualizado se planificarmos a superficie lateral do cilindro.

QAT/ZAPT

superficie lateral h

2mr
Assim, A, = area de um retangulo = A, = 2nr - h

Area total (A)

Y
cilindro reto

OBSERVACAO @)

O cilindro circular reto é
também chamado cilin-
dro de revolucao, pelo
fato de ser gerado pela
rotacdo de um retangulo
em torno de um de seus
lados.

A reta OO' é o eixo de ro-
tacao.

(f/eixo

r

o'

<=

A area total de um cilindro é a soma da area da superficie lateral com a

area dos circulos das bases.

QT/ZAPT

superficie lateral

Assim, a area total do cilindro é dada por:
A=A, +2A
2nr - heA = nr?, temos:

Substituindo A,

A =2nr-h+2n?= A =2nr-(h+r)
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Volume (V) do cilindro

Consideremos um cilindro
de altura de medida h e area
da base A,. Consideremos
também um prisma de altura 5
de medida h e area da base
A,. Note que o cilindro e o
prisma tém alturas iguais e o
bases equivalentes.

Suponhamos que os dois sélidos tenham as bases contidas em um mesmo
plano o e figuem no mesmo semiespago de origem o. Qualquer plano B pa-
ralelo a o que secione o cilindro também seciona o prisma, e as secoes B, e B,
tém areas iguais a A, pois sao congruentes as respectivas bases. Entao, pelo
principio de Cavalieri, o cilindro e o prisma tém volumes iguais.

V. =V
cilindro prisma
ComoV = A -h, entdo o volume de um cilindro é igual ao produto da
area da base pela medida da altura:
dinro = A D
Como A, = mr?, temos:
V=mn-rt-h

EXEMPLO 1

Pretende-se pintar externamente a base inferior e a superficie lateral de um vaso que tem a forma
de um cilindro reto em que o diametro da base mede 40 cm e a altura mede 36 cm. Considerando
a espessura do vaso desprezivel, vamos usar T = 3 para calcular a area da superficie a ser pintada e
a maior quantidade de terra que pode ser colocada em seu interior.

Comor = 20cmeh =36 cm, temos:

A = area da superficie a ser pintada=>A=n-r* +2n-r-h=

=A=3-202+2-3-20-36=A=5520cm?

V =volumedovaso=>V=n-r’-h=V=3-20?-36 =V =43200cm?

Logo, a area da superficie a ser pintada é 5520 cm? e o volume méximo de terra que pode ser
colocado no vaso é 43200 cm?®.

- 4

® | EXERCICIO RESOLVIDO

1 Uma vela tem a forma de um cilindro reto, com é&rea total igual a 1081 cm? e medida do raio

da base igual a 1? da medida da altura. Determine sua area lateral e seu volume.
Solucao:
Sendo r a medida do raio da base e h a medida da altura, temos:

r=1§h e A =108rn

FERNANDO FAVORETTO/CRIAR IMAGEM

Como A =A, +2- A, entdo 108t = 2nrh + 2nr? = rh + r?2 = 54,
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Substituindo r = % h, obtemos:
2
1 1 h?  h?
—h-h+[|— =
3 h-h (5 h) 54 = z e

Temos, entao: r =%h = r 1.

15 =3cm.
S =T cm

— +—==54 = 6h’=

1350 = h?=225 = h=15cm

, OU seja, a area lateral é 901 cm? e o volume é 135r cm?.

{Ae—ZR-r-h = A,=2n-3-15=90rn
Logo,
V=m-r2-h=V=r-32-15=135zx

Secdo meridiana e cilindro equilatero

Sejam O e O’ os centros dos circulos das bases de um

A0 \B A B
cilindro e O0' o eixo do cilindro. Secado meridiana de um 1
cilindro é a intersecao deste com um plano que contém o h
segmento OO’
A secdo meridiana de um cilindro obliquo é um paralelo- D C P——C

gramo.

A secdo meridiana de um cilindro reto é um re-
tangulo de dimensdes 2r (medida do diametro da
base) e h (medida da altura do cilindro).

2r

cilindro obliquo secdo meridiana

Cilindro equiladtero é um cilindro reto cuja
secdo meridiana é um quadrado. Num cilindro
equildtero, g = h = 2r.

A~ O"\B A B
- AL OB A B
N
h h h=2r
D C D|2—|C D C D'T|C
r
cilindro reto secao meridiana secao meridiana

EXEMPLO 2

Vejamos como obter a area lateral A, a area total A, e o volume V de um cilindro equilatero cujo

raio mede 3 cm.
Area lateral

A, = 2nh =S>A =2nr-2r=4n=>A =4 -n-32= A, = 36% /\
h = 2r ¢ ¢ ¢ .
Logo, a area lateral desse cilindro é 36w cm?. ~_
Area total
ﬁt =_A[2+ ZAb}:At =4 + 2nr =6 =A =6 113’ =

o = T = A = 547

Logo, a area total desse cilindro é 54w cm?.

Volume 3cm
— 2
\h/_gh}:v=nrz-2r=2nr3:>V=2~n~33:>V=547t

Logo, o volume desse cilindro é 54w cm?3.

h=6cm



EXERCICIOS

1 Calcule a érea lateral, a &rea total e o volume dos

solidos cujas medidas estao indicadas nas figuras.

a) cilindro equilatero ¢) semicilindro reto

b) cilindro reto

25cm

| e e—
2cm

Uma lata de dleo cilindrica possui as seguintes medi-
das internas: raio da base = 4 cm e altura = 22 cm.

Nessa lata, é possivel armazenar mais que um
litro de 6leo?

Determine o volume de um cilindro, sabendo que
sua area lateral é igual a 2501 cm? e que o raio de
sua base mede 10 cm.

Um reservatorio cilindrico de armazenamento
de agua possui internamente 8 m de diametro e
14 m de altura e esta vazio. Se ele receber dgua
a razdo de 160 litros por minuto, qual é o menor
numero inteiro de dias necessarios para enché-lo

completamente? Use T = %

O perimetro da secdo meridiana de um cilindro
reto mede 28 cm. Sabendo que a area lateral do
cilindro é 48t cm?, determine seu volume.

Seja uma caixa-d’agua, de formato cilindrico, em
. .- brn .

que a area lateral éigual a — m’eoraio da base

mede 80 cm. Determine:

a) a medida da altura dessa caixa;

b) a capacidade da caixa, em litros. Use t = 3,14.

Um recipiente cilindrico tem 20 ¢cm de altura e
didametro interno de 10 cm. Determine quantos
quilogramas de merculrio sao necessarios para
encher completamente esse vaso, sabendo que a
densidade do mercurio é 13,6 g/cm?. Use T = 3,14.

10

12

13
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Um cilindro reto tem 30m m? de &rea lateral e
451 m3 de volume. Determine:

a) a medida de sua altura;

b) sua éarea total.

Calcule a éarea total da superficie de um cilindro
equilatero, sabendo que o seu volume é igual a
2501 cm?3.

A planificacdo da superficie lateral de um cilindro
reto tem dimensdes 6 cm e 8 cm. Determine a area
total e o volume do cilindro, considerando i = 3,1.

Um poco, com a forma de um cilindro reto, deve
ser construido em um terreno plano. Se ele deve ter
24 dm de didmetro por 140 dm de profundidade,
quantos metros cubicos de terra deverdo ser remo-

vidos para sua construcao? Considere 1 = 272

Um cilindro est4 inscrito em um cubo cuja aresta
mede 10 cm, conforme mostra a figura abaixo.

a) Determine, na ordem dada, a razdo entre as
areas totais do cubo e do cilindro.
b) Determine os volumes do cubo e do cilindro.

Para o intervalo de uma reunido de trabalho foi
servido café em uma garrafa térmica cilindrica,
com as seguintes medidas internas: 18 cm de
altura e 5 cm de raio de base. O café seré servido
em copinhos plasticos, também cilindricos e com
espessura desprezivel, sendo 4 cm a medida do
didmetro da base e 4 cm a medida da altura.
Considere T = 3,1.

a) Se cada um dos 30 participantes quiser se servir
uma Unica vez de café, enchendo completa-
mente o copinho, havera café suficiente para
todos? Explique.

b) Os copinhos de plastico sdo fabricados a um
custo de R$ 8,50 0 metro quadrado e vendidos
com 30% de lucro sobre o preco de custo do
material. Na confeccdo de cada copinho, sdo
acrescentados 25% de plastico, para reforcar
sua “boca”. Qual é o valor a ser pago por uma
encomenda de 1500 desses copinhos plasticos?
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14

15

16

17

18

19

Uma peca de madeira, com a forma de um prisma
reto de base quadrada, tem em seu centro um furo
cilindrico de 2,8 cm de raio, conforme mostra a
figura abaixo.

Se o prisma tem 10 cm de altura e o lado do qua-
drado da base mede 18 cm, entao, considerando

= % determine:
a) o volume da peca;

b) a massa dessa peca, em quilogramas, conside-
rando que a densidade da madeira ¢ 0,93 g/cm?.

Um tambor de forma cilindrica tem 2 m de com-
primento e 1 m de didametro. Deseja-se encher o
tambor com uma mistura de 90% de gasolina e
10% de alcool. Que volume de alcool serd neces-
sario? Use T = 3,14.

Dispde-se de uma folha retangular de metal que
tem 8 cm de largura por 12 cm de comprimento.
A partir dessa folha, podem ser construidos dois
tipos de tubo cilindrico: C,, soldando-se os dois
lados maiores, ou C,, soldando-se os outros dois
lados. Determine qual das duas op¢oes

a) forneceria um cilindro de maior volume.

b) gastaria menos material na fabricacdo, consi-

derando os tubos fechados.

Uma construcdo em forma de uma torre circular cilin-
drica possui 240 cm de medida do didmetro interno e
50 cm de espessura. O volume de concreto usado na
construcao da torre foi de 449,5 m3. Considerando
1 = 3,1, determine a medida da altura da torre.

Numa feira livre, o caldo de cana é vendido em
dois recipientes cilindricos: o copo grande, que
tem 5 cm de raio da base e 12 cm de altura, e o
copo médio, com 3 ¢cm de raio da base e altura
de 10 cm. Para o consumidor, qual copo é mais
vantajoso, se 0 maior custa o triplo do médio?

Em um experimento, um professor de Quimica
usou um vasilhame cilindrico de 6 cm de raio da
base, contendo agua até certa altura. Imediata-
mente apds adicionar 16 pedras clbicas de gelo,
cada uma com aresta de 3 cm, o nivel da agua
atingiu 12 cm. Qual era o nivel da dgua antes da
adicdo do gelo? Considere m = 3.

20

21

22

23

24

Com a rotagdo de um quadrado em torno de um
de seus lados obtém-se um cilindro. Determine a
medida do lado do quadrado, de modo que a area
da secao meridiana do cilindro seja 50 cm?.

Observe a figura:
y
4P ¢
S '8
| |
0 3 7 X

Qual é o volume do sélido obtido ao girarmos o
retangulo ABCD em torno do eixo y?

Um tanque tem a forma de um cilindro circular
reto, sendo 4 m a medida do raio da basee 10 m
a medida da altura.

Inicialmente vazio, o tanque ird receber dgua a

uma vazao constante.

Sejam x (0 < x < 10) a altura, em metros, atingida

pela d4gua no reservatorio e V(x) o volume de dgua

no reservatério, em metros cubicos.

a) V(x) e x sdo grandezas diretamente proporcio-
nais? Explique.

b) Faca a representacdo grafica da funcdo que
relaciona V(x) e x, obtendo também a sua lei.
Nao é necessario usar aproximacao para .

Deseja-se revestir com tecido a supercificie lateral
e as bases de um cilindro reto. As medidas do
diametro da base e da altura do cilindro séo, res-
pectivamente, 40 cm e 50 cm. Considere T = 3,1.
a) E possivel fazer esse revestimento com um
retalho retangular do tecido medindo 1,3 m
por 0,9 m? Explique. (Admita que os cortes
no tecido possam proporcionar o maximo de
aproveitamento, ndo havendo perdas.)

b) Em caso de resposta afirmativa do item a, de-
termine a &rea do retalho que vai sobrar.

Um reservatério na forma de cilindro reto possui,
como medidas internas, altura igual a 9 m e raio da
base igual a4 m. O combustivel contido no reserva-

tério ocupa % de sua capacidade. Considere it = 3.

a) Qual é a altura (nivel) do combustivel no reser-
vatério?

b) Se forem adicionados 2400 L de combustivel,
quantos centimetros se elevara o seu nivel no
reservatério?

¢) Qual é a quantidade maxima de litros de com-
bustivel que pode ser despejada no reservatoério
sem que haja transbordamento?
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7 TROQUE IDEIAS

[ A Matematica e as chuvas ]

O agravamento da crise hidrica na regido Sudeste nos Ultimos anos, as secas “permanentes” em
algumas regides do Nordeste e os eventos climaticos extremos decorrentes do aquecimento global
fizeram com que assuntos como indice pluviométrico, nivel dos mananciais que abastecem a po-
pulacédo, desperdicio e consumo consciente de dgua ganhassem cada vez mais espaco no cotidiano
do brasileiro.

Conhecer o indice pluviométrico de uma regido é importante para que se relinam informacoes
Uteis para a economia local (agricultura, pecuéria etc.), além de auxiliar no planejamento urbano,
prevendo usos mais adequados para areas onde possam ocorrer desabamentos, deslizamentos de
terra ou inundacoes, por exemplo.

E vocé? Quando ouve noticias com dados do indice pluviométrico, como “Neste més, as chuvas
em Curitiba superaram o indice de 100 mm”, sabe o que significa? Nesta atividade vamos construir
o significado desse conceito.

O indice pluviométrico indica a quantidade de chuva por metro quadrado registrada em
certo local, em um determinado periodo de tempo.

a) Quando dizemos que o indice pluviométrico em certa regidao
foi de 25 mm na semana, significa que, se tivéssemos um ;
reservatoério aberto de 1 m? da area de base, o nivel de dgua ;
atingiria a altura de 25 mm (veja a figura ao lado).

; a . P [N I25mm
Qual é o volume total de dgua da chuva recolhida no
reservatério ao lado? Expresse a resposta em m? e, em m
seguida, transforme em litros. m Elementos sem

ST . Ly ; proporcdo entre si.
b) No indice pluviométrico, em certo periodo de tempo, cada 1 mm de

precipitacdo corresponde a quantos litros de chuva por metro quadrado?

=1 mm

¢) E claro que os pluvidmetros, instrumentos usados para medir a quan-
tidade de chuva, ndo precisam ter, como base, um quadrado de &rea
1 m2.
Imagine que se pretenda medir a quantidade de chuva em uma regido
por meio de um cilindro reto graduado, ao qual se acopla um funil,
como mostra a imagem ao lado.
Considere que a abertura maior do funil, por onde a chuva seré coletada,
tenha diametro com medida 10 cm e que, em certo dia, o volume de
agua da chuva coletado tenha sido de 300 mL (ou 0,3 L).

Qual foi, em mm, a precipitacdo nesse dia? Use © = 3,14.

LUCIANO GALVAO/EASYPIX

T =

s
.; S

Por fim, vale a pena destacar que, em uma cidade grande, ha varias estacoes de medicdo da
intensidade da chuva. A média das intensidades de precipitacdo medidas nesses pontos, em certo
periodo (més, por exemplo), fornece o indice pluviométrico da regido, no periodo considerado.

Fontes de pesquisa: SAEMA. Disponivel em: <saema.com.br/portal/home/indice-pluviometrico>. Acesso em: 10 mar. 2016.;

INPE. Disponivel em: <www.inpe.br/acessoainformacao/node/402>. Acesso em: 10 mar. 2016.;
Agritempo. Disponivel em: <www.agritempo.gov.br/agritempo/jsp/Estatisticas/index.jsp>. Acesso em:10 mar. 2016.
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O Ville de Paris temn um bocal de 22,57 centimetros
de diametro, equivalente a uma area de captacao

O pluviémetro é um dos _
instrumentos que permitem b4 de chuvas de 400 centimetros quadrados, medida

verificar a quantidade de chuva que recomendada pelas normas internacionais.

cai em determinado local. H& outros

meios, como 0s satélites meteorolégicos, mas
nao oferecem a precisao de um pluviémetro m 20 cm
quando ha a necessidade de registrar pequenas ‘
quantidades de chuva. Ha varios tipos de ' 20em| | 400 cm?
pluvidmetros e, no Brasil, o Instituto

Nacional de Meteorologia (Inmet) utiliza —
o modelo Ville de Paris.

O controle didrio permite fazer o
levantamento da quantidade de chuva
em um local ou em determinada regido ao
longo de um ano ou de outros periodos
menores de tempo, por exemplo um

més. E possivel fazer comparacoes dos
indices entre diferentes cidades, estados e
regides do Brasil. Consegue-se investigar
em que més choveu mais ou menos,

i ’ em que dias do més ou do ano costuma
chover com mais intensidade ou até saber
quantos dias de chuva ocorreram em uma
década. Todas essas informacoes podem

Casa Paulistana de Comunicagao

A leitura do pluvidbmetro é feita
uma vez por dia, geralmente pela

- . ser transformadas em graficos ou mapas,
manha, quando se recolhe a dgua f o o
. ) possibilitando melhor visualizagao das
acumulada. No Ville de Paris essa ; y :
informacoes obtidas.

leitura é feita com o auxilio de uma
proveta, tubo cilindrico de vidro ou

plastico graduado em milimetros. A

L 74
[

proveta graduada Os dados pluviométricos
podem ser utilizados de vdrias
maneiras, tanto nas cidades
Outros tipos de pluviometros O
R . conhecer desde o momento
utilizados no Brasil: certo para iniciar o manejo do

solo e o plantio até planejar

Paulista, com abertura de 500 cm? para a captagao de ) )
medidas preventivas contra

chuvas. E utilizado pelo governo do estado de S&o Paulo;

Casella, com area de captacéo de chuvas de 200 cm2. E o
mais utilizado pelo setor privado, que inclui empresas
envolvidas com o agronegdcio. Esses modelos geralmente
sdo feitos de plastico resistente. Diferencial: incluem em sua
estrutura a gradacdo em milimetros, o que dispensa o uso da
proveta.

SAMANTHA MARTI NS/ESTAGAO
METEOROLOGICA DO IAG-USP

pluviémetro Ville de Paris

enchentes e alagamentos,
como fazem as prefeituras. O
setor privado utiliza os dados
para, por exemplo, planejar
a melhor época para realizar
obras.
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B cone

Os objetos e alimentos abaixo podem ser encontrados no nosso dia a dia.
Todos se assemelham com a forma geométrica chamada cone, que vamos
estudar neste topico.

FOTOS: THINKSTOCK/GETTY IMAGES

Elementos sem proporcdo entre si.

Observe a figura ao lado.
Ela apresenta as seguintes caracteristicas:

= uma superficie circular, que chamaremos base;

= um ponto em V, que chamaremos vértice;

- superficie lateral constituida por todos os segmentos de reta que
tém uma extremidade na circunferéncia do circulo da base e a
outra extremidade no ponto V.

Essa figura tem a forma de um sélido chamado cone.

Consideremos um circulo de centro O e raio de medida r,
contido em um plano o, e um ponto V, ndo pertencente a a.

Chama-se cone circular, ou apenas cone, a reuniao dos
segmentos com uma extremidade em V e a outra em um ponto
do circulo.

Elementos e classificacao

<

- O ponto V é o vértice do cone.

= O circulo de centro O e raio de medida r é a base do cone.

eratriz
9 N

. altura
- Cada segmento com uma extremidade em V e a outra num ponto

da circunferéncia da base é uma geratriz do cone.

- A distancia do vértice ao plano da base ¢ a altura do cone.

raio da base
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Quanto a inclinacdo da reta VO em relacdo ao plano da base, um cone
classifica-se em:
- cone obliquo, se a reta VO ¢é obliqua ao
plano da base;

- cone reto, se a reta VO é perpendicular ao
plano da base. Nesse caso, VO é a altura
do cone.

Fe

As geratrizes de um cone
obliquo sdo congruentes?
E as de um cone reto?

OBSERVACAO @)

O cone circular reto é também chamado cone de revo-
lucao, pelo fato de ser gerado pela rotagdo de um trian-
gulo retdngulo em torno de um de seus catetos.
Observe que em um cone de revolucéo vale a relacdo:

P+ h?2=g?

Areas do cone circular reto
Area da base (A,)

A base do cone é um circulo de raio de medida r, entdo a area da base é:

— . r2
Ab—n r

Area lateral (A,)

Area lateral é a 4rea de um setor circular cujo raio mede g (medida da
geratriz do cone) e cujo comprimento do arco é 2nr (perimetro da base).

A area lateral pode ser visualizada se planificarmos a superficie lateral do
cone. Veja:

superficie lateral

QAT/ZAPT
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A area do setor circular de raio de medida g e comprimento de arco 2, isto é, a area lateral A, pode
ser obtida por uma regra de trés:

comprimento do arco area do setor
2ng ng?
27r A,
Entao: . (ng?) - (27r)
¢ ZTCg ¢ m-r-g

Area total (A)

A superficie total de um cone é a reunido da superficie lateral com o circulo da base. Assim, a area
total do cone é dada por:

A=A + A

superficie lateral

«Q
QT/ZAPT

Substituindo A, =m-r-g e A =m-r’ temos:

A=mrg+nrr= A=n-r-(g+r

Volume (V) do cone

Consideremos um cone de altura de medida h e base circular com area B. Consideremos também um
tetraedro cuja altura mede h e base com area B. Note que o cone e o tetraedro tém alturas congruentes e
bases equivalentes.

Suponhamos que os dois sélidos tenham as bases contidas em um mesmo plano o e que seus vértices
estejam no mesmo semiespaco de origem o. Qualquer plano B paralelo a o que secione o cone a uma
distancia h' do vértice também seciona o tetraedro a mesma distancia h' do vértice.
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A secdo do cone pelo plano B é um circulo de area B,. Como os dois cones

obtidos sao semelhantes, temos:

A secao do tetraedro pelo plano B € um triangulo de area B,. Como os dois

tetraedros sdo semelhantes, temos:

De 1 e 2, resulta:

e, entao, B, = B,. Logo, as secdes obtidas sao equivalentes e, pelo principio de
Cavalieri, o cone e o tetraedro tém volumes iguais.

V =

cone tetraedro

1

< L 1
= — - B - h, entdo o volume de um cone é igual a 3 do

Como Vtetraedro 3

produto da area da base pela medida da altura:

\/ =

da
cone 3

b

Como A, = mr?, temos:

V=—-1-12-h

1
3

EXEMPLO 3

Uma casquinha de sorvete tem a forma de um cone reto em que a geratriz

mede 7,5 cm e o raio da base mede 2,5 cm. Vamos determinar seu volume,

considerando ¥2 = 1,4 et = %

Determinemos a altura h da casquinha, vista no esquema

ao lado.
No AAVO, retangulo, temos: h? = (7,5)* — (2,5)? = A

=h?=50=h=52=h=7cm
Logo: 7.5

Vzi-n-rz-hﬁv=i'£-6,25'7ﬁ
3 3 7

=V = 458 cm? v

Portanto, o volume aproximado da casquinha de sorvete é 45,8 cm?, ou seja, 45,8 mL.

THINKSTOCK/GETTY IMAGES
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® | EXERCICIOS RESOLVIDOS

2 Quais sao as medidas do raio e da altura de um cone
de revolucéo cuja planificacdo da superficie lateral é
um setor circular de 120° e 6 cm de raio?

6
Solucao:
- Area lateral

A area lateral é a area do setor. Entao: ‘ omr

3 °___ . R2 (s

o0 —m-6 =>A€=1200-n-62:
120° — A, 360
= A, =12ncm? g

e Célculodereh
ComoA,=n-r-g e g=6cm, temos:
2r=n-r-6=r=2awm
Como r? + h? = g?, temos:
2+h=6=h=32=h=4y2cm
Logo, o cone tem 4+2 cm de altura e o raio da base mede 2 cm.

3 Um reservatério tem a forma de um cone circular reto invertido com raio de medida R = 3 m e altura de
medida H = 4 m. Ele est4 preenchido com dgua até metade da sua altura, como ilustra a figura abaixo.
Qual é o volume do reservatério? Que volume de dgua ele contém?

Solucao:
* Volume do reservatério
T-R-H m-32-4

= = = 3
V 3 3 =V=12rm

Logo, o volume do reservatério é 121 m?.

* Cone de 4gua

Sabemos que h = % =2m.

Como:
ng OB _OA R_H_ R _
AOAB ~ AO'AB' = o8~ OA = ; - = - 2
entao:
R
=— =175
r > ,5m
* Volume de agua

norh_m-(1,522

V=
3 3

=V =15am?3

Portanto, o volume de agua contido no reservatorio é 1,51 m?.

Se o reservatorio em forma de cone esta preenchido com
agua até metade de sua altura, entdo o volume dessa dgua
corresponde a metade do volume do reservatério?
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Secao meridiana e cone equilatero

Sejam V o vértice de um cone e O o centro de seu circulo da base.
Secao meridiana de um cone é a intersecao dele com um plano que contém
o segmento VO. A secdo meridiana de um cone reto é um triangulo isdsceles.

Vv \

secdo meridiana
cone reto

Cone equilatero é um cone reto cuja secdo meridiana é um tridangulo
equilatero.
Num cone equildtero, g = 2r.

5 Ao planificarmos a superficie lateral
g=2r de um cone equilatero, qual é a medi-
da do angulo do setor obtido?

cone equilatero secdo meridiana

EXEMPLO 4

Vejamos como obter a area lateral A, a area total A e o volume V de um cone equilatero de raio 4 cm.

- Area lateral
A( = Tt . r . g

}=>A.g=n-r-2r=2n-r2:>A(=2n-42:>A = 321 cm?
g:Zr 4

Logo, a area lateral desse cone equildtero é 32w cm?.
- Area total

=A +
AZATAL A =3+ roA =321+ 1 4= A = 481 cm?
Ab =112 't 't 't
Portanto, a area total desse cone equildtero é 48w cm?.
* Volume

V=—-1-r2-h

N
3
Vejamos agora como calcular a altura h:
+r=¢g=h=2N-rP=h=3=>h=r3=h=43wm
Logo: -
.Ab.hivzé'n.42.46ﬁv:64§3Cm
64n+3 .

3

3

v:

w|—‘

Portanto, o volume desse cone equilatero é m3.



EXERCICIOS

25 Calcule o volume do cone cujo raio da base mede
4 c¢m e cuja altura mede 5 cm.

26 Determine a area da base de um cone de revolucao
de 6 cm de altura cujo volume é 128n cm?.

27 Um cone circular reto tem 20 dm de altura e sua
geratriz mede 25 dm. Determine a area total e o
volume desse cone.

28 Em alguns comércios, encontramos “guarda-
-chuvas” de chocolate.

EXPERIENCIAGASTRONOMICA.WORDPRESS.COM

Considere que cada guarda-chuva tem o formato
de um cone circular reto com 4 cm de didmetro da
base e 6 cm de altura. Sabendo que a densidade
do cacau usado na fabricacdo desse chocolate é
de 1,05 g/cm?, determine a massa de cacau, em
quilogramas, necessaria para preparar 2 500 desses
cones. Use t = 3,1.

29 Calcule a 4rea lateral, a 4rea total e o volume
de cada um dos sélidos, cujas medidas estdo
indicadas.

a) cone equilatero c) semicone

b) cone reto

35cm

N

20cm

Corpos redondos

% FACA NO
5 CADERNO

30 Dona Charlote produz sobremesas para eventos
como casamentos e aniversarios. Para produzir
uma mousse de maracuja, ela utilizou um recipiente
cilindrico cujas medidas internas do didmetro e da
altura séo, respectivamente, 0,4 m e 0,8 m. Depois
distribuiu a mousse em copos com formato conico
invertido com 8 cm de medida do didmetro, 18 cm
de medida da altura e espessura desprezivel. Consi-
derando que o recipiente que dona Charlote utilizou
estava completamente cheio, determine o nimero
minimo de copos de formato conico necessarios
para fazer a transferéncia de toda a mousse.

31 Sabe-se que a secao meridiana de um cone circu-
lar reto é um triangulo isdsceles de area igual a
36 cm?. Se esse cone tem 15 cm de altura, qual
é o seu volume?

32 A ampulheta é um instru-
mento constituido de dois
vasos conicos idénticos que
se comunicam pelos vértices
e é usada para medir o tempo
mediante a passagem de certa
quantidade de areia finissima
do vaso superior para o inferior.

dT/ZAPT

12cm

Considerando que a ampulheta mostrada na figura
acima estda inscrita em uma estrutura semelhante
a um cilindro de 12 cm de altura e cujo didmetro
da base mede 8 cm, calcule o volume de ar exis-
tente no espaco compreendido entre o cilindro e
os dois cones.

33 Qual é a medida do angulo central de um setor
circular obtido pela planificacdo da superficie
lateral de um cone cuja geratriz mede 18 cm e o
raio da base mede 3 cm?

34 Seja o triangulo retdngulo cujos catetos medem
9dm e 12 dm. Em cada caso seguinte, determine
o volume do sélido gerado pela rotacdo desse
triangulo, em torno:

a) do cateto menor; b) do cateto maior.

35 Um setor circular foi recor- A
tado de uma cartgﬂna, de
modo que o arco AB desse

setor mede 120° e tem com- D\

primento igual a 13ﬁ cm. © B

Fazendo-se coincidir os pontos A e B, obtemos
a superficie lateral de um cone reto de vértice O.
Qual é o volume desse cone?

205
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36

37

38

39

O chapéu do bruxo mostrado na figura lembra
a superficie lateral de um cone de revolucdo de
12 cm de altura e 1001 cm?® de volume. Se ele é
feito de cartolina, quanto desse material foi usado
na sua confeccao?

Para uma festa infantil do dia das bruxas foram en-
comendados 120 chapéus de bruxa idénticos, cada
um confeccionado a partir de um semicirculo de
56 cm de diametro. Use m = 3.

a) Que altura tera cada chapéu?

b) Sabendo que os semicirculos sdo recortados
a partir de folhas quadradas de papel-cartao,
cada uma com 56 cm de lado, determine a
quantidade minima, em metros quadrados,
do material desperdicado na confeccao dos
chapéus.

Em uma festa de casamento, serviram-se bebidas
em tacas em forma de cone reto, com base de
didmetro 4 cm e geratriz de medida +'53 cm. De-
termine quantos litros de bebida foram necessarios
para encher as 600 tacas que foram servidas nessa

festa. Considere T = %

Sabe-se que a clpula da barraca mostrada na
figura tem a forma de um cone circular reto de
1,5 m de altura, no qual as medidas da geratriz e
do raio da base somam 4,5 m. Determine a &rea
da parte dessa barraca que fica exposta ao sol do
meio-dia.

dT/ZAPT

GRAPHORAMA

44 O silo representado ao lado possui

40 Girando-se o quadrilatero ABCD em torno do eixo

275n

y, obtemos um sélido cujo volume é
(unidades de medida de volume).

u.v.

0 X

Qual é a abscissa do ponto C?

41 Dobrando-se, simultaneamente, as medidas da

altura e do diametro de um cone circular reto, por
guanto ficam multiplicados:

a) sua area total? b) seu volume?

42 Girando-se em torno da hipotenusa um tridngulo

de catetos com medidas ¥ 65 cm e 2+ 26 c¢m, qual
é o volume do sélido obtido?

43 Determine a medida da altura de um cone equila-

tero cuja area total é 541 m?.

altura total de 15 metros. Nele
podem ser armazenados 3251 m3
de cereais. Determine:

a) a medida da altura do cone;

b) o custo de fabricagdo do silo,
sabendo que a chapa de aco
utilizada em sua confeccao cus-

ta R$ 200,00 por m2. Considere &
n=31e+34=58.

45 Aaltura de um tridangulo equilatero mede 643 cm.

Determine o volume do sélido gerado pela rotacédo
desse triangulo em torno de um de seus lados.
v

46 Na figura, VABCD é uma pi-

ramide regular quadrangular
cuja base estd inscrita na base
do cone de vértice V.

Determine a razdo entre o vo-
lume da piramide e o volume
do cone, nesta ordem.
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TROQUE IDEIAS

O volume do cone e as fungdes l

Corpos redondos

Um fabricante de funis metélicos para éleo de motores de veiculo (carros, caminhdes, onibus etc.)
esta analisando a possibilidade de lancar uma nova linha de funis em formato aproximado de cone
circular reto, em varios tamanhos.

Primeiramente, ele pensou em manter fixa a medida do raio do cone em 10 cm e variar a medida
da altura. Intuitivamente, ele sabe que, quanto maior for a medida da altura, maior sera o volume de
6leo que o funil comportara. Vamos analisar essa relagao.

Foram consideradas quatro possibilidades, como mostra a tabela seguinte:

ModeloI | Modelo II | Modelo ITII | Modelo IV
Raio 10 cm 10 cm 10 cm 10 cm
Altura 5cm 10 cm 12 cm 15 cm

a) Para cada modelo apresentado, calcule o volume de 6leo que o funil comportaria.

b) Mantida constante a medida do raio, o volume V do cone varia apenas em funcdo da medida
h de sua altura. Qual ¢ a lei da funcdo que relaciona V e h? Como classificamos essa fungao?

¢) Em seu caderno, faga o gréafico de V X h. Para facilitar, considere m = 3 e use "escalas” dife-
rentes nos dois eixos.

O fabricante pretende agora estudar novas possibilidades de tamanho para o funil. Ele vai manter
fixa a medida da altura em 15 cm e variar a “boca” do funil, alterando a medida de seu raio, como

mostra a tabela seguinte:

ModeloI | Modelo II | Modelo ITII | Modelo IV
Altura 15 cm 15 cm 15 cm 15 cm
Raio 5cm 10 cm 15 cm 20 cm

207

d) Para cada modelo apresentado, calcule o volume do cone.

e) Se a medida h da altura é mantida fixa, o volume V do cone varia apenas em funcdo da medida
r do raio da base. Qual é a lei da funcdo que relaciona V e r? Como classificamos essa funcao? V e
r sdo grandezas diretamente proporcionais?

f) Nessas condicoes, represente, em seu caderno, o grafico de V X r. Para facilitar, considere m = 3
e preste atencdo nas escalas escolhidas nos dois eixos.

Tronco de cone

Observe as figuras seguintes:

==

AT/ZAPT

N ‘ Elementos sem

vaso cUpula do abajur copo proporcéao entre si.

Elas lembram a forma de um sélido denominado tronco de cone, o qual
vamos estudar agora.
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Quando secionamos um cone circular reto, por um plano paralelo a base (su-

pondo que o plano ndo contém o vértice do cone), ele fica dividido em dois sélidos:

o sélido que contém o vértice é um novo cone, obtido pelo secionamento;

o sélido que contém a base do cone original é um tronco de cone de
bases paralelas.

/

‘ novo cone

)

cone original tronco de cone
de bases paralelas

Facamos a identificacdo dos principais elementos de um tronco de cone:
base maior do tronco: é a base do cone original ou primitivo.
base menor do tronco: é a secdo determinada pelo plano base menor
ao intersectar o cone. Essa secdo é um circulo e corresponde a
base do novo cone.

altura do tronco: ¢ a distancia entre os planos das bases. altura geratriz

geratriz do tronco: é um segmento contido em uma geratriz do
cone original, cujas extremidades sdo pontos das circunferéncias (-
das bases (sendo um ponto em cada base).

base maior

Areas

Area da base maior (A,)

A 4rea do circulo de raio de medida R é chamada area da base maior do
tronco.

Logo:

A, = miR?
Area da base menor (A,)

A &rea do circulo de raio de medida r recebe o nome de area da base
menor do tronco.

Logo:

A, = nr’
Area lateral (A))

A superficie lateral de um tronco de cone é a reunido das geratrizes
do tronco. A area dessa superficie é a area lateral do tronco.

A férmula que permite calcular A, pode ser obtida subtraindo-se da
area lateral do cone original a area lateral do novo cone, obtido pelo
secionamento, ou seja:

A, = nRg, — mrg,
A, =mR- (g, + g) — mrg,

>
I

nR-g+R—-r)-g,] 1
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Os triangulos VA'O' e A'AB sdo semelhantes; por isso, podemos escrever:

VA" _AO _ 9 r r-
WA TS TR 09 TR

=
A'A AB g R—r
Substituindo ‘2 em ‘1, obtemos:

Agzn[R.g+M.%}=n[R-g+r-g]:>

= A =mn-g-(R+r

¢

Area total (A)
A area total é igual a soma das &reas das duas bases com a area lateral.

A=A +A +A

Volume

Considere um tronco de cone de bases paralelas, cuja medida da altura é h.
Sendo R a medida do raio da base maior e r a medida do raio da base menor,
entdo o volume V do tronco é:

n-h
V = 3 - [RZ+R:r+r?
Demonstracao:
O volume V do tronco de cone é obtido pela diferenca entre os volumes S A
dos dois cones, ou seja: N :

Vzé-nRz-(thhQ - %-mkm

volume do cone original volume do
(ou primitivo) novo cone
V=T [R-h+®-r)-h]
Como os triangulos ACB e AED sdo semelhantes, temos:
h1 +h R h-r

o =T:>h1R—h1r=hr:>h1=R_r

1
Substituindo ‘2 em ‘1, obtemos:

_ T o p2. z_z,h'r:|
: [R h+ (R =) -

ComoR2—rZ=R+7r1)-(R—r), entio:

2%-[Rz-h+(R+r)-hr]:V=7;—h-[R2+Rr+r2]

Cones semelhantes

J& vimos que, quando um cone circular reto é secionado por um plano pa-
ralelo a sua base (o plano ndo contém o vértice do cone), ele fica dividido em
um tronco de cone e em um novo cone. Podemos notar que os dois cones (o
original e o novo, obtido pelo secionamento) sdo semelhantes; assim, todas



210

CAPITULO 9

as propriedades estudadas para piramides semelhantes podem ser estendidas
para cones semelhantes:

EXEMPLO 5

Calculemos a éarea lateral, a drea total e o volume de um tronco de
cone reto cuja geratriz mede 10 cm e os raios das bases medem 8 cm
e 2 cm, respectivamente.

Area lateral, em cm?:
A,=nR+rn-g=A=n8+2)-10=A, =100r
Logo, a area lateral desse tronco de cone é 100m cm?.
Area total:
A=A +A +A

emqueA, =n-(@8cm)?=64ncm?eA =m-(2cm)’ =4rcm’

Logo, A, = 1001 + 64n + 41 = 168t = A = 1681 cm?

Portanto, a area total é 168m cm?.

Volume:
E preciso, inicialmente, determinar a medida h da altura do tronco:

102 = h?+ 62
100 — 36 = h?
h?=64=h=8ccm

O volume desse tronco pode ser obtido com ou sem o uso da formula:

Usando a formula:

\% =7T?h[R2 + Rr + r?]

m-8 m-8

V= -84 =224t =V = 224t cm?

(82 +8-2+ 2=
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< Sem a férmula:
Imaginemos o cone original e o cone “retirado” correspondentes a esse tronco.
Como os cones sao semelhantes, vamos comparar as medidas de seus elementos lineares
(raio da base e altura):
8 8 + x 8 + x 8
—=——=4=—""=Xx=—an
2 X X 3
+ Volume do cone original: 1 n- 8- (8 + i) _ 2048 cm?
3 3 9
* Volume do cone “retirado”: 1 m-22- % = E%Tn cm?
O volume do tronco é: Zogﬂ cam’ — BZTn i’ = % cm’ = 224n cm?

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

4 Um cone circular reto tem 18 dm de altura. A que distancia de seu vértice deve passar um plano paralelo a
base, de modo que o volume desse cone seja oito vezes o volume do novo cone, obtido pelo secionamento?
Solucao:

d: distancia do vértice V do cone ao plano
Sejam: < V,: volume do cone “primitivo”
V_: volume do novo cone

cone 2

cone 1

Temos:
V
vV, =8-VZ=>V—1=8=>k3=8=>k=3/§=2
2
O valor encontrado para k significa que a razdo entre um elemento linear do cone “primitivo” e seu homé-
logo do novo cone obtido é igual a 2.

Desse modo, comparando as medidas das alturas dos dois cones, temos:
18
—=2=d=9
d

Portanto, a distancia do vértice ao plano é 9 dm.

Qual a razdo entre a area da base do

cone 1 e a rea da base do cone 2?
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9

47

48

49

EXERCICIOS

Obtenha o volume e a 4rea total do tronco de cone
abaixo.

h=1,5cm

Determine o volume de um tronco de cone reto,
sabendo que a medida de sua geratriz é 29 cm e
que os raios das bases medem 10 cm e 30 cm,
respectivamente.

A coifa abaixo é constituida de um cilindro reto,
com 0,40 m de altura e 0,20 m de raio da base,
acoplado a um tronco de cone reto, cuja medida
da altura é igual a medida do raio da base maior

e cuja geratriz mede g m.

_—_——

SETUP

Considerando a superficie total da coifa como a
reunido das superficies laterais do cilindro e do
tronco de cone, determine a sua area total.

Em uma estufa, determinadas mudas de espécies
vegetais sdo plantadas em vasos de vidro, cada um
em forma de paralelepipedo retorretangulo, cujas
dimensodes sao 40 cm, 30 cm e 20 cm.

Deseja-se transferir a terra desses recipientes
(que se encontram completamente cheios) para
um outro, cujos formato e dimensodes sao dados
a seguir.

& FACA NO
X9 CADERNO

Qual é o nimero minimo de vasos de vidro ne-
cessarios para encher completamente de terra o
novo recipiente?

40 cm

20cm

Use m = 3 e ¥ 15 = 3,9. Considere desprezivel a
espessura do vidro.

51 Um cone de 10 cm de altura é intersectado, a 4 cm

de seu vértice, por um plano paralelo a sua base,

determinando uma secdo de area 36t m2. Determine:

a) a area da base do cone;

b) os volumes dos dois cones;

c) a razdo entre as geratrizes do cone original e
do cone obtido na secao, nessa ordem.

52 Uma fabrica produz abajures cuja clpula, feita em

tecido rustico, tem a forma de um tronco de cone de
bases paralelas e cujas dimensdes estdo indicadas na
figura. Sabe-se que o custo de confeccdo da clpula
¢ de R$ 250,00/m? e o custo de fabricacdo do pé do
abajur é de R$ 40,00. Qual é o custo total de fabrica-
¢do de umlote com 125 abajures? Considere t = 3,1.

h=15cm

53 Um quebra-luz, cuja forma é um cone com 3 dm

de altura e 5 dm de raio da base, tem presa, em
seu vértice, uma lampada de comprimento despre-
zivel. Em certo momento, esta projeta, no chao,
um circulo de &rea 400 dm?2. A que distancia do
chédo encontra-se a lampada?

dT/ZAPT

54 Os raios das bases de um tronco de cone de revolugdo

medem 6 m e 4 m. Determine a altura desse tronco
para que a area total seja o dobro da area lateral.
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) Esfera

Observe os objetos seguintes:

ESCHER MUSEUM

FOTOS: THINKSTOCK/GETTY IMAGES

M.C.ESCHER.SELF PORTRAIT IN SPHERICAL MIRROR, 1935/M

Autorretrato no espelho esférico. Litografia de
1935 do artista holandés M. C. Escher, exposta

Todos eles lembram a forma de uma esfera, sélido que no museu M. C. Escher, Holanda.

passaremaos a estudar agora.

Consideremos um ponto O e um segmento de medida r. Denomina-se
esfera de centro O e raio r o conjunto dos pontos do espaco cuja distancia
ao ponto O é menor ou igual ar.

E importante diferenciarmos esfera de superficie esférica: a superficie esférica de centro O e raio r é
o conjunto de pontos do espaco cuja distancia ao ponto O éigual ar.

OBSERVACOES (&)
~

* A superficie esférica de centro O e raio r é a superficie gerada pela rotacao de uma semicircunferéncia em torno
de um eixo que contém seu didmetro.

* A esfera de centro O e raio r é o sélido de revolucdo gerado pela rotacdo de um semicirculo em torno de um eixo
que contém o didametro.
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Sec¢cao de uma esfera

Quando um plano aintersecta, em mais de um ponto, uma esfera de centro
O e raio de medida r, o conjunto de pontos comuns ao plano e a esfera é um
circulo, como mostra a figura ao lado.

Dizemos, assim, que toda secao plana de uma esfera é um circulo. A medida do
raio desse circulo varia de acordo com a distancia do plano o ao centro O. Quanto
mais préximo de O o plano o intersectar a esfera, maior serd a medida s do raio da
secdo. Se o passar pelo centro O, o raio da secdo determinada serd o préprio raio
da esfera e, nesse caso, a secdo recebe o nome de circulo maximo da esfera.

Acompanhe a figura abaixo.
S

S1<SZ<S3=F

EXEMPLO 6

Suponha que um plano o intersecte uma esfera, a 5 cm de seu cen-
tro, determinando nela um circulo de raio 12 cm. Vamos encontrar a
medida do raio dessa esfera.

Sejam:

d: distdncia de ot ao centro O; d = 5 cm

s: medida do raio da secdo; s = 12 cm

r: medida do raio da esfera

No AAOB temos:

P=4+d=r=12+5=r=144+25=r=169=r=13cm

Assim, o raio da esfera mede 13 cm.

Elementos de uma esfera

Observando a figura ao lado, vamos caracterizar os elementos de uma
esfera de centro O, raio r e eixo de rotacdo e.

* Polos: os polos P, e P, correspondem aos pontos de intersecao da
superficie esférica com o eixo e.

+ Equador: ¢ a circunferéncia do circulo (secao) obtido ao se intersectar
a esfera por um plano perpendicular ao eixo e, pelo centro da esfera.
O circulo associado ao equador (circulo maximo da esfera) divide a esfera
em duas “partes” iguais, conhecidas como hemisférios ou semiesferas.

hemisférios

circulo

maximo

equador

As duas metades de uma laranja, como na foto ao lado, remetem a ideia
de hemisférios.

paralelo

e
polo\? P

THINKSTOCK/GETTY IMAGES
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Paralelo: é a circunferéncia do circulo obtido ao se intersectar a esfera por um plano perpendicular
ao eixo e.

O plano que contém um paralelo é paralelo ao plano que contém o equador.

Meridiano: é a circunferéncia do circulo obtido ao se intersectar a esfera por um plano que contém
0 Seu eixo.

OBSERVAGAO &)

Sabemos que o planeta Terra nao tem a forma exata de uma esfera, devido a um achatamento nos polos. No entanto,
é comum considerar seu formato aproximadamente esférico. Nesse sentido, observe que a caracterizacdo dos elemen-
tos de uma esfera esta relacionada as linhas imaginarias do nosso planeta, estudadas em Geografia, que servem para
localizar pontos na superficie esférica da Terra e também definir os 24 fusos horérios.

Procure visualizar, em um globo terrestre, os seguintes elementos: polo Norte e polo Sul, hemisfério Norte e hemisfério
Sul, linha do Equador, trépico de Cancer e tropico de Capricérnio, e o meridiano de Greenwich. Estabeleca uma rela-
cdo entre esses elementos e os elementos de uma esfera.

Se o raio da Terra mede
aproximadamente
6370 km, quantos qui-
[6metros mede a linha
do Equador?

~\

NASA/NOAA/GOES PROJECT

Nosso planeta ndo tem a forma exata
de uma esfera.

Volume da esfera

Amr®
3

O volume V de uma esfera de raio r é dado por: V =

Demonstracao:

Vamos tomar um cilindro equilatero, cujo raio da base mede r e a altura mede 2r.

Seja V o ponto médio do segmento MN, contido no eixo do cilindro. Desse cilindro retiramos dois
cones cujas bases coincidem com as bases do cilindro. Esses cones tém como vértice comum o ponto V,
e a medida de suas alturas é r, como mostra a sequéncia de figuras abaixo. O solido geométrico obtido
serd indicado por G.

@

h=2r Vv

cilindro dois cones sélido G
equildtero retirados
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Considere agora uma esfera de raio r e o sélido G obtido anteriormente. Imagine que essa esfera seja
tangente a um plano o e que o cilindro original descrito tenha uma das bases contida em o.

figura A - esfera figura B - sélido G figura C

R Rp——.c]

secdo da esfera por 3 secao do sélido G por 3

Quando um plano B, paralelo a a, intersecta a esfera a uma distancia d de seu centro, ele determina
nela um circulo de raio s cuja area é:

ns’ =m-(r’ —d? 1 (Vejaafigura A))

O plano B, naturalmente, também intersecta o sélido G, a uma distancia d de V, determinando, como
secdo, uma coroa circular. Essa coroa circular é limitada por duas circunferéncias: uma de raio r e a outra
de raio d, com r > d, cuja area é dada por:

- (r? —d?) 2 (Observe nas figuras B e C que o triangulo VAB é isdsceles e, portanto, AB = d.)

Por ‘1 e 2, concluimos que as areas das secoes na esfera e no solido G sao iguais. Logo, pelo principio
de Cavalieri, a esfera e o0 solido G tém o mesmo volume.

O volume do solido G pode ser calculado por:

VG = Vcilindro o 2 ’ cone
1 2 4mr3
—m-P2-2r—2 . -—.q-12- = o — = 3 _ anr
Ve=m-r E,L 2 3 mer L:H/G 27r 37tr=>VG 3
A, h A, h
. o 4qrd
Segue, dai, que o volume da esfera também é dado por: V_, = 3

EXEMPLO 7

Quantos litros de gas pode conter um reservatoério industrial em formato esférico e com raio
interno medindo 2 m?

E preciso calcular o volume de uma esfera cujo raio mede 2 m:

V = %n - 23 = 3;—“ ou aproximadamente 33,49 m? (usamos © = 3,14).

Logo, o reservatoério pode conter aproximadamente 33490 litros de gas.
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Area da superficie esférica

Diferentemente do cilindro e do cone, a esfera é um corpo redondo cuja superficie ndo pode ser plani-
ficada, isto é, ndo é possivel “colocar” a superficie de uma esfera em um plano sem dobra-la nem estica-la.

A seguir, veja uma justificativa para a formula da area de uma superficie esférica, cuja demonstracao
formal exige conhecimentos mais avancados.

Seja uma esfera de centro O, raio de medida R e &rea da superficie igual a A.

Dado um numero real positivo X, vamos considerar a esfera de centro O e
raio de medida R + x. Observe as duas esferas concéntricas na figura ao lado.

O sélido limitado por essas duas esferas é uma espécie de “casca” formada
por segmentos de reta cujo comprimento é x.

Intuitivamente, vamos imaginar a superficie da primeira esfera como uma
“placa sélida de espessura suficientemente pequena” (essa ideia pode ser es-
tendida para qualquer superficie).

Assim, para valores de x cada vez mais préximos do zero (indica-se x — 0 e |&-se “x tende a zero”), o volu-
me V do sélido limitado pelas duas esferas é aproximadamente igual a A - x, em que A é a area da superficie
esférica cujo raio mede R.

Expressando também V como a diferenca entre os volumes das duas esferas, temos:

I At
A-x=—R+x’-—FR
x=5 REX"=3
_A4n s 2 2 3 3
A~x—?(R + 3R*x + 3Rx2 + x> — R’)
A~x=%x-(3Rz+3Rx+xz)
A=43—n-(3R2+3Rx+x2)
Se x tende a 0, as parcelas 3Rx e X2 também tendem a zero e daf:
A=%-3R2=4RR2

Assim, a area de uma superficie esférica de raio de medida R é dada por:

A = 4nR’

EXEMPLO 8

Uma indUstria recebeu uma encomenda para a confeccdo de 5000 bolinhas de pingue-pongue.
O plastico usado na confeccdo das bolinhas custa R$ 5,00 o metro quadrado. Se o didmetro de
uma bolinha é de 3 cm, qual é o custo minimo da indUstria com o material para essa encomenda?
Vamos usar 3,14 como aproximacao de .

O raio de cada bolinha mede: 3

> cn = 1,5cm

r =
A area da superficie de uma bolinha é:
4t - (1,5cm)? =9t cm? = 9 - 3,14 cm? = 28,26 cm?
Para confeccionar as 5000 bolinhas, sdo necessarios, no minimo:
5000 - (28,26 cm?) = 141300 cm? = 14,13 m?

O custo em reais para a confeccdo das bolinhas é:
14,13 - 5 = 70,65, ou seja, R$ 70,65

217
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® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

5 A superficie de uma bolha de sabao, de formato esférico, tem 36w cm?de érea.
Qual é o volume de ar contido nessa bolha?

Solucéo:
Com base na informacao sobre a drea da superficie esférica, é
possivel encontrar a medida r de seu raio:

THINKSTOCK/GETTY IMAGES

A=36m=4nr?=36n=r’=9=r=3cm

O volume de ar contido na bolha corresponde ao volume da esfera, ou seja:

_An’ _ 4An- 3

Vv
3 3

=V = 36n cm?

Portanto, V = 36w cm?.

Nesse exercicio, vocé pode constatar que a é&rea da
superficie de uma esfera de raio 3 e o volume da
esfera sdo numericamente iguais. Essa coincidéncia
ocorre para algum outro valor de r?

6 Duas esferas de gelo cujos raios medem 2 cm e 1 cm séo derretidas. A dgua obtida pela fusao (passagem do
estado sélido para o liquido) é colocada integralmente em um recipiente cibico de vidro cuja aresta mede
4 cm. Qual é o nivel, em centimetros, atingido pela dgua nesse recipiente? Considere © = 3,1 e despreze a
espessura do vidro.
Solucao:
O volume total de dgua obtida por derretimento corresponde a soma dos volumes das duas esferas, ou seja:
An-2°  4n- 1P _ 32n 4n

= —_ = 3 = 3
V 3 + 3 3 + 3 =V =12ncm 37,2 cm

A area da base do recipiente clibico é (4 cm)? = 16 cm?.

Assim, considerando x o nivel, em centimetros, que a dgua atinge no recipiente temos:
Ab-x=37,2=>16-x=37,2=>x=2,3cm

Portanto, a dgua atinge o nivel de 2,3 cm nesse recipiente.

EXERCICIOS § 2 i

55 Se uma esfera tem 12 cm de didmetro, qual é a 4rea de sua superficie e qual é o seu volume?
56 Calcule o volume de uma esfera, sabendo que a area de sua superficie é igual a 5761 cm?.

57 O raio de uma esfera mede 4 cm. Um plano que seciona essa esfera determina nela um circulo com raio de
medida 1 cm. Determine a distancia do plano ao centro da esfera.

58 Um plano intersecta uma esfera a uma distancia do centro igual a medida do raio da secdo que ele deter-
mina na esfera. Sabendo que o raio da esfera mede 4 cm, determine:
a) a area da secao; C) a area da superficie esférica.
b) a &rea do circulo méximo dessa esfera;

59 Uma esfera oca tem 1 dm de raio exterior e 1 cm de espessura. Qual é o volume da parte oca da esfera?
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61

62

63

64

65

Um recipiente, na forma de paralelepipedo retan-
gulo, estd completamente cheio de terra. Suas
dimensbes sdo 4 m de comprimento, 2 m de
largura e 1 m de altura. Deseja-se distribuir toda
a terra do recipiente em vasos idénticos, cada um
com a forma de um hemisfério, como mostra a
figura. Qual é o nimero minimo de vasos que serao
necessarios?

Usem = 3,14.

120 cm

Duas esferas sdo concéntricas, e seus raios medem
4. cm e 2 cm, respectivamente. Um plano tangente
a esfera menor intersecta a outra esfera, determi-
nando uma secgéo S.

a) Qual é a drea de S?

b) Qual é o comprimento da circunferéncia de S?

A area de uma superficie esférica é 144m cm?. Em
quantos centimetros deve-se aumentar a medida
do raio para que a area da superficie passe a ser
256w cm??

Um plano intersecta uma esfera determinando
uma secdo de drea 36w cm?. Sabendo que a area
da superficie dessa esfera é 400 cm?, determine
a distancia do centro da esfera ao plano.

Afigura mostra um reservatério indus-
trial de aco usado para armazenamen-
to de cereais, conhecido como silo.

Ele é formado por um cilindro circular
reto, com 8 m de altura e raio inter-
no da base 2 m, encimado por uma
semiesfera.

Usando = 3,1, responda:

a) Quantos metros quadrados de ago sdo gastos
na confeccao desse silo?

b) Quantos metros clbicos de cereais o silo pode
armazenar?

Um joalheiro necessita confeccionar uma esfera
de ouro cuja medida do raio seja 3 cm. Ele dispde
de algumas esferas menores do mesmo material,
cada qual com raio de medida 2 cm.

a) Determine o nimero minimo de esferas me-
nores a serem fundidas para que ele possa
confeccionar a esfera maior.

66

67

68

69

Corpos redondos

b) A sobra do ouro fundido, nas condicbes do
item a, serd vendida ao preco de R$ 140,00
por grama. Sabendo que a densidade do
ouro é de 19,3 g/cm3, determine o valor
que serd arrecadado com a venda da sobra.
Considere T = 3.

A casquinha de um sorvete tem a forma
de um cone circular reto, com 4241 cm
de geratriz e 8 cm de didmetro da base.

Uma bola de sorvete foi servida, de modo
que a parte que ficou visivel corresponde
a uma semiesfera, como mostra a figura.

Determine quantos centimetros clbicos da casqui-
nha ndo contém sorvete. Considere m = 3.

Uma esfera de raio r tem volume V e a area de sua
superficie é A. Expresse, em funcdo de V e de A,
o volume e a area da superficie da esfera obtida
em cada um dos seguintes casos:

a) r é dobrado;
b) r é reduzido a sua terca parte.

Para enfeite de Natal, Silvana colocou, em um reci-
piente de vidro na forma de cone circular reto, 200
bolinhas de mesmo tamanho coloridas e macicas e
preencheu o espaco vazio com um liquido colorido.
As medidas do diametro da base e da altura do
recipiente sdo 20 cm e 30 cm, respectivamente,
e a medida do didmetro de cada bolinha é 3 cm.
Considere T = 3,1.

a) Determine o volume do liquido usado para
preencher o recipiente.

b) Qual seria a resposta do item a caso Silvana
tivesse comprado 200 bolinhas, cada qual
com diametro medindo metade do diametro
da bolinha utilizada?

Um aquecedor a gas tem a forma de um cilindro
com duas semiesferas acopladas em suas extremi-
dades, como mostra a figura.

Sabendo que o didametro da base do cilindro é
0,90 m e que o comprimento total do aquecedor
¢ 1,90 m, calcule:

a) a area de sua superficie;

b) o volume méaximo de gas que o seu interior
pode conter, em litros.

Usem = 3.

QT/ZAPT
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70 Uma pedra com formato esférico e 21 cm de me-
dida do raio foi mergulhada em um tanque que
tem a forma de um cilindro reto cujo raio da base
mede 0,7 m. Considerando que o nivel da d&gua no
tanque elevou-se x centimetros, sem que houvesse
transbordamento, determine o valor de x.

71 (Enem-MEC) Um fabricante de brinquedos recebeu
o projeto de uma caixa que deverd conter cinco
pequenos sélidos, colocados na caixa por uma
abertura em sua tampa. A figura representa a
planificacdo da caixa, com as medidas dadas em
centimetros.

EREEERE R
o

Os solidos sao fabricados nas formas de:

I. um cone reto de altura 1 cm e raio da base
1,5 cm.

II. um cubo de aresta 2 cm.
III. uma esfera de raio 1,5 cm.

IV. um paralelepipedo retangular reto, de dimen-
sdes2.cm, 3 cme 4 cm.

V. um cilindro reto de altura 3 cm e raio da base
1 cm.

72

73

74

O fabricante ndo aceitou o projeto, pois percebeu
que, pela abertura dessa caixa, s6 poderia colocar
os solidos dos tipos

a) I, Il e IIL. d) I, II[, IVe V.
b)I,IIeV. e) III, IVeV.
¢ LIIVeV.

Uma loja vende bolinhas de gude em embalagens
cilindricas, cada qual contendo seis unidades,
conforme mostra a figura abaixo.

Se cada bolinha tem 2 cm de didmetro, determine
o volume do ar existente entre a embalagem e as
bolinhas.

Considere = 3,14.

Um objeto de decoracdo tem a forma de uma
esfera inscrita em um cubo. Se a drea de uma face
do cubo é 196 cm?, determine a &rea da superficie
esférica.

Um cubo oco de aresta de medida 20 cm contém

em seu interior 8 esferas macicas iguais, tangentes

entre si e tangentes também as paredes internas

do cubo. Considere m = 3 e determine:

a) aérea do quadrilatero cujos vértices sdo quatro
pontos de contato de 4 esferas com a base
inferior do cubo;

b) o volume do sélido cujos vértices sdo os centros
das 8 esferas.

Partes da esfera
Fuso esférico

Fuso esférico ¢ a superficie gerada pela rotacdo de uma

semicircunferéncia, a qual gira o graus (0° < o < 360°) em

torno do eixo que contém seu diametro.

Quando o é dobrado, a area do fuso é dobrada; tri-
plicando o, também a &rea do fuso é triplicada; e assim
sucessivamente. No caso de o = 360°, o fuso transforma-se S, r

na superficie da esfera, cuja area é A = 4nr2.

De modo geral, a area do fuso é proporcional a o e, .
portanto, pode ser calculada por uma regra de trés simples. -

N

.

-
---
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Vejamos como ficam as expressdes da &rea de um fuso em funcdo da medida (o) do angulo de giro,
em graus e radianos:

Para oo em graus: Para oo em radianos:
360° —4nr? 2 2w rad — 4mr?
= A — M = Af = ZrZOL
oa—A fuso 90° o—A use
fuso

fuso

Essas expressdes ndo precisam ser memorizadas, pois sempre podem ser obtidas por meio de regra de
trés simples, como mostra o exemplo a seguir.

EXEMPLO 9

Vamos calcular a area do fuso esférico da figura abaixo.

Para calcular a &rea do fuso esférico, podemos estabelecer a se-
guinte proporgao:

angulo  area

360° —4m - 102 _, 360° _ 400m
45° — X 45° X

=8 = x = 50n

_ 400z
X

A area desse fuso é 501 cm?.

Cunha esférica

Da-se o nome de cunha esférica ao sélido gerado pela rotacdo de um semicirculo que gira o graus
(0° < o < 360°) em torno de um eixo que contém seu diametro.

P
.
[ -

N
.

---}
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Note que, se o é dobrado, o volume da cunha esférica é dobrado; se a é triplicado, o volume da

cunha esférica também é triplicado; e assim sucessivamente. No caso em que oo = 360°, a cunha esférica

, 4
transforma-se em uma esfera, e seu volume éV = ? T3,

De modo geral, o volume da cunha esférica é proporcional a o e, portanto, pode ser calculado por
uma regra de trés simples.

Observe as relacdes obtidas:

Para oo em graus: Para oo em radianos:
4 4
360° — = mr? 3 2nrad — = mr? 3
3 :>Vnh=nr0f) 3 :Vnh=2roc
OC—\/ cunha 270 OC—V cunha 3

cunha cunha

Assim como as férmulas para o fuso esférico, as férmulas para a cunha esférica ndo precisam ser me-
morizadas; basta estabelecer uma regra de trés.

Observe que a superficie de uma cunha esférica contida em uma esfera de raio r é a reunido de um
fuso esférico com dois semicirculos de raio r.

Assim, a area total da cunha esférica é igual a soma da area do fuso esférico com a &rea de um circulo

deraior.

EXEMPLO 10

Vamos calcular o volume e a area total da cunha esférica representada na figura.

, 4
O volume da esfera é = m - (12 cm)® = 2304w cm®.
Assim, o volume da cunha pode ser obtido pela regra de trés:

23041 — 27 rad
w o b=230 Ay 3g4p
V — —rad V

i cunha
cunha 3 cunha 3

Portanto, o volume da cunha é 384w cm?3.
A area da superficie esférica é 4r - (12 cm)? = 576m cm?.

T . ~ .
Observe que 3 corresponde a sexta parte de 2w; entdo, a area

, 5761 cm?
e e —

do fuso esférico = 961 cm?

A drea da cunha esférica pode ser obtida pela soma:
96w + m - 122 = 961 + 144w = 240n
——

reunido de dois
semicirculos

Portanto, a area da cunha esférica é 240m cm?.

&

Considerando um gomo de uma la-
ranja esférica, responda: Qual é a for-
ma da casca do gomo? E do gomo?
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3 )
EXERCICIOS {2 i

75 Calcule, com os dados abaixo:
a) a area do fuso; b) a érea total e o volume da cunha.

76 Determine a &rea de um fuso de 45° em uma esfera de 10 cm de raio.

77 Determine, em graus, a medida do angulo do fuso de uma esfera, sabendo que a éarea do fuso é
541 cm? e a da superficie esférica é 324m cm?.

78 Uma cunha esférica de 10° tem volume 1078 m3. Qual é a sua &rea total? Considere T = %

79 (Vunesp-SP) Uma quitanda vende fatias de melancia embaladas em pléastico trans-
parente.

Uma melancia com forma esférica de raio de medida R cm foi cortada em 12 fatias
iguais, e cada fatia tem a forma de uma cunha esférica, como representado na figura. ‘

Sabendo-se que a area de uma superficie esférica de raio R cm é 4R? cm?, determine,
em funcdo de w e de R:

a) a area da casca de cada fatia da melancia (fuso esférico);

b) quantos centimetros quadrados de plastico foram necessarios para embalar cada fatia (sem nenhuma
perda e sem sobrepor camadas de plastico), ou seja, a area da superficie total de cada fatia.

(Enem-MEC) Os trés recipientes da figura tém formas diferentes, mas a mesma altura e o mesmo
didmetro da boca. Neles sdo colocados liquidos até a metade de sua altura, conforme indicado nas
figuras. Representando por V., V, e V, o volume de liquido em cada um dos recipientes, tem-se:

aV,=V,=V, -
b) V. <V, <V, H

dV, <V <V,

e)V, <V, =V, v v v:



Aplicacoes

A Geometria dos fractais

A Geometria euclidiana que estudamos em toda fase
escolar nao é suficiente para descrever determinadas
formas geométricas, como a de uma nuvem, a de uma
linha de recorte de um litoral, a de uma couve-flor, a de
uma folha de samambaia e muitas outras que vemos na
natureza. A curiosidade de compreender tais formas
desafiou a ciéncia a estuda-las. A Geometria dos fractais
nasceu dessa necessidade.

As raizes desse ramo da Matematica estao no século XIX,
embora haja algumas indicacbes em épocas remotas,

como na Grécia, na India e na China, entre os anos de
1200 a.C.e 800 a.C.Porém, somente ha poucos anos, com
o desenvolvimento e aperfeicoamento dos algoritmos
computacionais, a Geometria dos fractais vem se
consolidando.

O pai dos fractais é o francés Benoit Mandelbrot
(1924-2010), que no inicio dos anos 80 impulsionou os
estudos sobre essas formas geométricas. Esta frase
atribuida a ele sintetiza o espirito da Geometria de que
falamos: “Nuvens nao sao esferas, montanha
cones, continentes nao sao 0 1 C

SANDRA DIAS CAMPOS

Nao S

Olque é fractal?
Ote

naturezalelarte

O pai dos fractais
Benoit Mandelbrot nasceu na Polénia em 1924 e, apds o
inicio da Segunda Guerra Mundial,em 1939, se mudou
com a familia para a Franca e naturalizou-se francés.
Passou por varias instituicdes de ensino, incluindo a Ecole
Polytechnique e a Sorbonne, em Paris.
Insatisfeito com a geometria classica,
desenvolveu diversos estudos em diferentes
dreas do saber para buscar novas respostas
aos seus problemas cientificos e a i
compreensao da natureza.Com o
apoio de recursos de computacgao
de empresas privadas,onde
passou a trabalhar a partir de
1958, desenvolveu a geometria
fractal. Publicou alguns livros,
entre eles a sua obra classica
The Fractal Geometry of
Nature, traduzida e publicada
em lingua portuguesa com o
titulo Objectos Fractais.

STEVE JURVETSON

Benoit Mandelbrot
(1924-2010), em 1985.

o fractal refere-se ao adjetivo fractus, cujo verbo frangere, em latim, significa quebrar. Um
fractal & uma forma geométrica que tem duas caracteristicas essenciais:

Complexidade infinita

Os fractais caracterizam-se por repetir,
indefinidamente, um determinado padrao com

ligeiras variacoes.
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PASIEKA/SPL/LATINSTOCK

Detalhe de uma variedade de couve-flor.

Autossimilaridade

Quando ampliamos uma pequena parte de um
fractal, ela se parece com o todo. Assim, os fractais
tém copias aproximadas de si em seu interior.

LUCIDIO STUDIO INC./
CORBIS/LATINSTOCK

CLAUDE NURIDSANY & MARIE
PERENNOU/SPL/LATINSTOCK

Cada pequena parte da folha da Floco de neve.

samambaia se parece com a folha inteira.



Fractais geométricos

Poeira de Cantor
O russo Georg Cantor (1845-1918)
criou um tipo simples de fractal obtido
pela divisao de um segmento em trés
partes de mesma medida e supressao
da parte central. Repetindo-se o
processo indefinidamente, chegamos
a uma sucessao de pontos, conhecida
como poeira de Cantor. Observe, na

figura seguinte, as cinco primeiras |

repeticdes desse processo:

Vejamos alguns exemplos de fractais geométricos:

Triangulo de Sierpinski
Criado pelo polonés Waclaw Sierpinski
(1882-1969), esse fractal é resultante
da remocdo sucessiva do triangulo
equilatero do centro quando se divide
um triangulo equildtero em quatro
triangulos congruentes. Observe, na
figura seguinte, as trés primeiras
repeticOes desse processo:

e
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Floco de neve de Koch
Proposto pelo sueco Helge Von Koch
(1870-1924), esse fractal é obtido a
partir de um triangulo equildtero:
divide-se cada lado do triangulo em
trés partes iguais. Na parte do centro
(meio), acrescenta-se um novo
triangulo equilatero, cujo lado mede a
terca parte da medida do lado do
triangulo anterior e assim sucessiva-
mente, como mostra a figura seguinte:

ASNE NI Y:

LAGUNA DESIGN/SPL/LATINSTOCK

Segundo Mandelbrot, o floco de neve de Koch é“um modelo grosseiro, mas vigoroso de
uma linha costeira”.
A Geometria dos fractais tem aplicagdes importantes na Fisica, Biologia e Medicina, entre
outras areas do conhecimento. Uma notdvel aplicagao visual dos fractais é na Arte: quando
os computadores sao alimentados por processos iterativos, criam magnificos desenhos
abstratos, permitindo a visualizacao de belas imagens. Vejamos algumas delas:

Iteracao
é um conjunto
deregrase
algoritmos que
sao executados
sucessivas vezes.

STEVE ALLEN/SPL/LATINSTOCK

~ Fractal de Mandelbrot.

R HABBICK VISIONS/
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Fractal de Mandelbrot.

Fontes de pesquisa: SALLUM, E. M. Fractais no Ensino Médio. Revista do professor de matemdtica. n. 57, 2005.; Fractais:
propriedades e construcao. Disponivel em: <people.ufpr.br/~ewkaras/ic/geralic2003.pdf>. Acesso em: 10 mar. 2016.;

Conjunto de Mandelbrot.

O Quadrado de Koch. Disponivel em: <m3.ime.unicamp.br/recursos/1023>. Acesso em: 10 mar. 2016.




