As conicas

3 introducio

Consideremos duas retas e e g concorrentes em V e ndo perpendiculares.

Com a reta e fixa, pelo ponto V facamos g girar 360° em torno de e, mantendo constante o angulo
de medida 6 formado por elas. A reta g gera uma superficie denominada superficie conica de duas
folhas. A reta g é chamada geratriz dessa superficie.

Apolbnio de Perga, cerca de 200 a.C., iniciou o estudo das curvas obtidas quando se seciona uma super-
ficie cOnica por um plano o. Dependendo da posicdo desse plano a, diferentes secdes podem ser obtidas.

SHEILA TERRY/SPL/LATINSTOCK/COLEGAO PARTICULAR
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Apolonio de Perga demonstrando suas teorias matematicas em Alexandria. Gravura de C. Laplante, data desconhecida.
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Se o plano o é perpendicular a reta e, a secdo Se o plano o é obliquo a reta e, mas corta apenas
obtida é uma circunferéncia. Em particular, se @ uma das folhas da superficie conica, a secdo obtida
passa por V, a secdo obtida é um ponto. é uma elipse.

e e

o
Se o plano o é paralelo a uma geratriz g da Se o plano o é obliquo a reta e e corta as duas
superficie conica, a secdo obtida é uma parabola.  folhas da superficie conica, a secdo obtida é uma
hipérbole.
e e

Neste capitulo faremos um estudo inicial da elipse, da hipérbole e da parabola, denominadas, junta-
mente com a circunferéncia, se¢ées cOnicas.



GRAY BUILDINGS, DISTRICT OF COLUMBIA/GOOGLE EARTH

) Elipse

Observe as fotos abaixo.

[r— . -

As conicas

uma elipse.

Imagem I. Parque The Ellipse (A elipse), na cidade de
Washington, EUA, 2015.

Aiimagem I mostra um importante marco da cidade de Washington, capital
dos Estados Unidos: um parque chamado The Ellipse (A elipse).

A imagem II mostra uma cuba de louca usada em pias de banheiros. Seus
contornos lembram a cdnica que passaremos a estudar: a elipse.

O que é elipse?

Dados dois pontos distintos F, e F,, pertencentes a um plano o, seja 2c a
distancia entre eles e O o ponto médio de F,F,. Elipse é o conjunto dos pontos
de o cuja soma das distancias a F, e F, é igual a constante 2a (2a > 2¢).

elipse = {P € o. | PF, + PF, = 2a}

Assim, temos:

Imagem II. O contorno destacado da cuba de louca nos remete a

PETER MUKHERJEE/E+/GETTY IMAGES
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Notemos que A A, = 2a, pois:
AR + AF =AF + AF,
entao:
X+ xX+20)=y+(y+ 20

portanto, x =y.
Dai:

AA, =AF +FF +FEA =x+2c+y=2(kx+c =2a

Observe a figura a seguir para compreender o tracado de uma elipse.

ZAPT

Um barbante de comprimento 2a é fixado em dois pregos distantes 2c um do outro

(observe que 2a > 2¢). Mantendo o barbante esticado, desloca-se a ponta do lapis.
A curva que ele descrevera serd uma elipse.

Elementos principais

F, e F,: focos

1

B
O: centro

A, eixo maior b
B.B,: eixo menor ol

1-2 A1 F1 0 C F2 AZ
AA, e B,B, sdo perpendiculares entre si
2c: distancia focal

B

2a: medida do eixo maior X

>

2b: medida do eixo menor

%: excentricidade (*)

(*) Veja, na secao Aplicagbes das paginas 96 e 97, o infogréafico “As érbitas
dos planetas”.

Numa elipse, a medida do semieixo maior a, a medida do semieixo menor
b e a metade da distancia focal ¢ verificam a relaco:

a’=b’+ ¢

que decorre do teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo retangulo OF,B,.

Por que o ponto O é
também ponto médio
de AA,?

Por que a medida de
B,F, éigual a a?




As conicas

Equacao reduzida (I) y
Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que: P Py)
AA, C Ox e B,B, C Oy

E facil verificar que os focos s&o os pontos:
F.(—c, 0) e F,(c, 0) "\ *)

Chama-se equacao reduzida da elipse a equacao que o ponto
genérico da curva, P(x, y), verifica. B,

P € elipse & PF, + PF, = 2a

Vamos deduzi-la.

X+ P+ (y— 02 +4x -+ (y— 0 = 2a=
A+ +y =2a—-Ax— ) +y’

Elevando os dois membros ao quadrado e desenvolvendo, temos:
X+ +y =4a" —dalx — o’ +y + (x — )’ +y' =
SX+2x++y =4 —dalx— ' +y + X -2+ +y =
4ex —4a’ = —dailx — o’ +y' =

= alx — o’ +y =a’—
Elevando os dois membros ao quadrado novamente, temos:
ax—o’+ay =@ -—x'=
= a'x’ — 2a’x + a’dd +aty = a' — 2a'x + X =
SaxX -—X +ay=a"—-ad=
= @ - +ay =ad’ — )=
= b’ + a’y* = a’b’
e, dividindo os dois membros da igualdade por a’b?, resulta:

2 2
Equacao reduzida (II)

Analogamente, se a elipse apresenta A,A, C Oy e B,B, C Ox, temos:

y
AZ
F,(0,0)
P(x, y)
PF, + PF, = 2a
Vx =0+ (y+c +(x — 0+ (y—c =2a B, 0 B, X
F.(0, #¢)
A1

e, repetindo o raciocinio anterior, decorre novamente a equacdo da elipse:
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EXEMPLO 1

Uma elipse com eixo maior de medida 8 e distancia focal de y
medida 6 apresenta:

a=4
C:3}:>b2=a2—c2=16—9=7:>b=«/7

Se 0 eixo maior da elipse estiver contido no eixo X, a posicdo
da elipse é a indicada na figura, isto é:

A/A, C Ox e B,B, C Oy
entdo sua equacao é:

X

16+

N

\||‘<N

EXEMPLO 2

Uma elipse com eixo maior de medida 8 e eixo menor de medida
247, com A/A, C Oy e B,B, C Ox, isto é, na posicdo indicada na figura,
tem equacao:
yoox
67"
ou ainda: .
L
7 16
Quais sdo as coordenadas dos focos dessa elipse?
- |
9
EXERCICIOS {2 Gberno

1 Determine as equagbes das elipses seguintes.
a) b) c)

i B 2 _

<

12

—
-
~

2 Determine as coordenadas dos focos de cada elipse do exercicio anterior.

3 Determine a equacao da elipse cujos focos sao F,(—12, 0) e F,(12, 0) e que contém o ponto P (1 2, 2?7)

4 Calcule a distancia focal e a excentricidade da elipse A: X’ + 3y’ = 6.




As conicas

5 Determine a equacdo da elipse com centro na origem, que passa pelo ponto P(1, «/E) e tem um foco
F.(0, —2).

6 Determine a equacdo da elipse cujos focos sao os pontos F,(2, 0) e F,(—2, 0), sendo 6 cm a medida de seu
eixo menor.

7 Encontre as coordenadas dos focos da elipse de equacdo 9x* + 16y* = 4.
8 Represente no plano cartesiano a elipse cuja equacao é x* + 2y’ = 4 e obtenha as coordenadas dos focos.
9 Qual é a equagao do conjunto dos pontos P(x, y) cuja soma das distancias a F,(0, —1) e F,(0, 1) é 8?

10 Os pontos A(3, 0) e B(x, y) pertencem a uma elipse cujos focos sao F,(=2, 0) e F,(2, 0). Calcule o perimetro
do triangulo BFF,.

Transla¢ao de sistema

Sejam P(x, y) e O'(x,, y,) dois pontos referidos a um sistema cartesiano xOy. y y

Se X0 é um sistema tal que X'/ x, y'// y e X', y' tém respectivamente Pl P
0 mesmo sentido positivo de x, y, dizemos que XO'y' foi obtido por uma ) E
translacdo de xOy. y"

Vamos estabelecer uma relagao entre as coordenadas de P nos sistemas ~ y| o' ¢--------- 5 E
X0 e xOy.

s
o
—_— >

No eixo Ox, temos: OP, = 00", + O',P, = x = x, + X

o
x
ol ... 3
x

No eixo Oy, temos: OP, = 00, + O',P, = y =y, +V

EXEMPLO 3

Consideremos a reta de equacdo x + y — 8 = 0. Eis alguns pontos que pertencem a essa reta:
A1, 7), B(2, 6), C(3, 5), D(4, 4), E(5, 3), F(6, 2)
yi

y
8

o

' | ]
-----1--|--|--+-+-|--+-4¥\x-----;

Se é dada uma translagdo no sistema xOy, de modo que a nova origem seja O'(2, 1), todos os
pontos citados mudam de coordenadas, obedecendo a lei:

X = x - 2
(nova) (antiga)  (origem O
y =y - 1

Em relacdo ao sistema x'O'y' temos as novas coordenadas para os pontos A a F:
A(=1, 6), B(0, 5), C(1, 4), D(2, 3), E3, 2), F(4, 1)

A equacao da reta no sistema x'O'y' é obtida a partirdex +y — 8 = 0, fazendox =x + 2 e
y =y + 1. Assim:
xX+y—-8=0=>K+2)+(y+1)—-8=0=x+y—-5=0
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EXEMPLO 4

Consideremos a circunferéncia de equacao x* + y* = 4. Seu
centro no sistema xOy é (0, 0) e seu raio é 2.
Se é dada uma translacdo no sistema xOy, de modo que a nova

origem seja O'(—4, —3), todos os pontos mudam de coordenadas,
obedecendo a lei:

y

X=x+4 e y=y+3

(nova) (antiga) (nova) (antiga)

ERW
N

A equacao da circunferéncia em relacdo ao sistema xO'y' pode o
ser obtida a partir de x* + y* = 4.
Assim:

Elipses com centro fora da origem
e eixos paralelos aos eixos x ey

Se uma elipse tem centro no ponto O'(x,, y,) € AA, // Ox, sua equacao em
relacdo ao sistema auxiliar xQO'y' é:

Portanto, de acordo com as “férmulas” da translacdo vistas, sua equacdo
relativamente ao sistema xOy é:

X=X YY)
o x )

=1

Analogamente, se uma elipse tem centro no ponto O'(x,, y,) € A/A, // Oy,
sua equacao relativamente ao sistema xOy é:

y

_ v )2 s
(y aZyO) +( ~ o) — Y]




EXEMPLO 5

As conicas

Uma elipse que tem centro no ponto O'(3, 5), semieixo maior a = 2 e semieixo menor b = 1

apresenta a equacao:
(x—3)7 (y—05)
7 T

(x—=13)7 (y—5)
T "2

ou:

= 1 (se o eixo maior é paralelo ao eixo x)  (I)

= 1 (se o0 eixo maior é paralelo ao eixoy)  (II)

Observe os dois graficos dessas elipses tracados com auxilio do GeoGebra.

elipse I

/c: 0.25x* +y* - 1.5x - 10y = -26.25|

s
[] T T ] [ [ v "
Ertrate £ 0255 ¢ y* - 1.5x - 10y = 2625 L

Al Eatar Exbir Opghes Famamenms Jansk Apds Enfar...

‘ BRI
o el Sl e e

elipse II

IMAGENS: GEOGEBRA

c: X* +0.25y” - 6x - 2.5y = -14.25|

Il
[ ] 3 ] / ¥ i 1 o 1] el
Enfeda o o ¢ 0.26y"« fix - 2.5y = 1425 I W

9
EXERCICIOS
11 Determine as equacoes das elipses seguintes.
a)y 3,1)
6} : X
G,-n
b) ¥
(4,5)
F.(2,4) F,(6,4)
[e) X
9] y

B
N

13

14

15

16

2> FACA NO
¥ CADERNO

Determine as coordenadas dos focos de cada elipse
nos itens a e ¢ do exercicio anterior.

O ponto C(—3, —2) é o centro de uma elipse
tangente aos eixos coordenados. Se os eixos de
simetria da elipse sdo paralelos aos eixos coorde-
nados, escreva a equacao da elipse.

Determine a equacao da elipse cujo centro é
C(—2, —1), aqual passa pelos pontos A(—1, —=1) e
B(—2, —3), tendo os seus eixos paralelos aos eixos
coordenados.

A metade do eixo maior de uma elipse mede
5 cm e a distancia focal é de 4 cm, sendo (2, 1) o
centro dessa elipse. Se o eixo menor é paralelo ao
eixo coordenado Ox, escreva a equacao reduzida
dessa elipse.

Determine os focos da conica de equacao:

(x = 3) L= 2)?
169 144

=1

95
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O modelo heliocéntrico

O movimento dos planetas e a configuracao do Sistema
Solar podem ser relacionados por um modelo heliocéntrico,
proposto inicialmente pelo astronomo Aristarco de Samos
(310 a.C.-230 a.C.) e retomado, entre outros, pelo astrénomo
polonés Nicolau Copérnico (1473-1543). Copérnico era um
astrénomo com grande inclinacao para a Matemitica e, entre
outras realizagdes, acreditava que a Terra € um planeta como
todos os outros e que gira em o6rbita circular ao redor do
Sol (supostamente imovel). Copérnico ordenou os planetas
considerando sua distancia em relagio ao Sol e concluiu que, a
medida que o planeta se aproxima do
Sol, maior é sua velocidade orbital.

A teoria heliocéntrica de Copérnico
(considerada mais simples que a de
Claudio Ptolomeu, que perdurou
por toda a Idade Média) derrubou
a crenca de que o homem era o
centro da criacao do Universo.

O astronomo polonés Nicolau
Copérnico e a sua representacao do
Modelo Heliocéntrico, em que as
orbitas dos planetas em torno do Sol
sao circulares.

~ As orbitas dos planetas

O Sol
» Ocupa posicio teoricamente fixa, correspondente a um dos
focos das érbitas elipticas dos planetas.
# Para termos uma ideia do seu tamanho, seriam necessarios

1300000 planetas com o mesmo didmetro da Terra
para preencher o interior do Sol.

B A temperatura em sua superficie é de aproximadamente 6 000 °C. Y.

w - >

. A excentricidade

As orbitas elipticas ocupam diferentes planos no espaco e tém dife-
rentes tamanhos e formas. Para entender o aspecto dessas orbitas, é
necessario entender o conceito de excentricidade.

Se uma elipse tem eixo maior de medida 2a e distancia focal 2c, sua
excentricidade (ou "achatamento") é dada por:

2c c

e=—=
2a a

Como ¢ < a, vemos que e é sempre um ndmero pertencente ao intervalo

10, 1, isto é, 0 < e < 1. Elipses que tém excentricidade préxima de 0 sao

pouco achatadas e tém forma muito préxima a de uma circunferéncia.

Elipses que tém excentricidade préxima de 1 sdo bem achatadas.
Observe, na ilustragao ao lado, as seis elipses, de diferentes

excentricidades, tendo todas um eixo maior com medida igual a 2 cm.

Terra

B Periodo de revolucio:
365 dias e 4 horas.
P Dismetro: 12 800 km (pouco
maior que o diametro
de Vénus).
B A atmosfera terrestre nos

protege contra pequenos
corpos celestes externos (me-

4 )

Mercurio

B Periodo de revolucio
(intervalo de tempo para
que o planeta dé uma
volta completa em
torno do Sol):

88 dias terrestres.

» Diametro: 4 878 km

B Excentricidade de sua
é6rbita: 0,206 = 20,6%

\ J

teoros, por exemplo), que, em
sua maioria, se queimam por
meio do atrito com o ar antes
de colidirem com a superficie
terrestre.

® Excentricidade de sua érbita:
0,0167 = 1,67%

A\ J

[ .
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eccccece

Vénus
B Periodo de revolucio: 225 dias terrestres.
# Didmetro: 12 000 km
# Excentricidade de sua 4rbita: 0,0068 = 0,68%

Com base em medicdes, os astrénomos calcularam as
excentricidades das érbitas dos planetas, mostradas neste infografico.
Observe, no infografico, que, embora as érbitas dos planetas sejam
elipses, de modo geral suas excentridades sao tdo pequenas que elas
se parecem com circulos.

™
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gao: 690 dias terrestres.

(Terra, Vénus e Mercu-

\
Marte

» Periodo de revolu-

» Diametro: 6 800 km

# Excentricidade de
sua orbita:
0,093 = 9,3%

» Marte e os planetas
mais préximos do Sol

rio) sdo chamados de
planetas sélidos.

J

-

N

®ecccccccccccs

Jupiter
» E o maior planeta do
Sistema Solar

(diametro da ordem de
142 984 km).

# Periodo de revolucao:
12 anos terrestres.

B JUpiter e os planetas
mais distantes do Sol
(Saturno, Urano e Netu-
no) sdo chamados de
planetas gasosos.

B Excentricidade de sua
orbita:

0,048 = 4,8%

As orbitas elipticas

Em 1546 (trés anos apés a morte de Copérnico), nasceu o astrénomo

planeta varia ao longo

do seu movimento

orbital (sendo minima
quando o planeta

ocupa a posicao A

e maxima quando ocupa a

sistema heliocéntrico.

becccccccsss

~

4 Saturno

B Esse planeta é visivelmente achata-
do nos polos. Dessa forma, o seu dia-
metro (medido na Linha do Equador)

¢é da ordem de 119 300 km.

# Periodo de revolugio: 29 anos e
6 meses terrestres.

# O sistema de anéis faz de Saturno
um objeto celeste singular no Sistema
Solar. Esses anéis sao
formados por poeira
e aguana
forma sélida.

# Excentricida-
de de sua érbita:
0,056 = 5,6%
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Tycho Brahe, que, usando instrumentos projetados e fabricados por

ele mesmo, registrou as posicoes de planetas e estrelas com precisao
admiravel para a época (em que nao existiam os telescopios). Brahe
contratou, em 1600, um matematico alemao chamado Johannes Kepler
(na época com 29 anos) para ajuda-lo na analise das informagdes coletadas.
Com a morte de Brahe em 1601, Kepler deu continuidade a anélise dos
dados e determinou que a trajetéria dos planetas em relagao ao Sol nao
eram circunferéncias e sim elipses. No ano de 1609, Kepler enuncia a
lei das 6rbitas elipticas: “A érbita de cada planeta é uma elipse com o Sol
posicionado em um dos focos”. Uma
consequéncia dessa lei é que

a distancia do Sol a um

posicdo A'). Foram as descobertas de Galileu Galilei (1564-1642) que
proporcionaram grande quantidade de evidéncias, consolidando o

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

84 anos terrestres.

# Excentricidade de

-

planeta

Urano
» Diametro: 51 800 km

» Periodo de revolucao:

sua orbita:
0,0461 = 4,61%

CASA PAULISTANA DE COMUNICACAO

COLECAO PARTICULAR. SHEILA TERRY/SCIENCE PHOTO LIBRARY

[ —— 1
Neste quadro, observamos annes
Kepler (a esquerda) e Tycho

Brahe trabalhando com base nos
dados das posicdes dos planetas
levantados por Brahe. Autor e data
desconhecidos.

a )

Netuno

# Se Netuno fosse um planeta oco
poderia conter, em seu interior,
aproximadamente
60 planetas com o mesmo
didmetro da Terra.

» Diametro: 49 500 km

» Periodo de revolugio
165 anos.

B Excentricidade de sua érbita:

NASA/JPL/SPACE SCIENCE INSTITUTE

_/ 0,0097 = 0,97%
\_ J

ELEMENTOS SEM
PROPORCAO ENTRE SI
E EM CORES FANTASIA.

Fontes de pesquisa: Movimento dos Planetas: Tycho,
Kepler e Galileo. Disponivel em: <astro.if.ufrgs.br/
movplan2/movplan2.htm>. Acesso em: |5 mar.

2016.; O modelo heliocéntrico de Copérnico. Disponivel
em: <www.ghtc.usp.br/server/Sites-HF/Jose-Tarcisio-
Costa/copernico.htm>.

Acesso em: |5 mar. 2016.
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CAPITULO 4

I3 Hipérbole

Vocé j& deve ter observado o que acontece quando se acende um abajur em
um ambiente escuro: na parede, é possivel visualizar duas regiées iluminadas.
Seus contornos tém a forma da cnica que passaremos a estudar: a hipérbole.

Veja agora a foto ao lado,
gue mostra um conhecido ponto
turistico de Brasilia: a Catedral
Metropolitana.

Projetada por Oscar Nie-
meyer, ela apresenta dezesseis
pilares dispostos ao longo de
um circulo. Os contornos desses
pilares lembram uma hipérbole.

O que é hipérbole?

Dados dois pontos distintos F, e F,, pertencentes a um plano «, seja 2c a distancia entre eles e O o ponto
médio do segmento F,F,. Hipérbole é o conjunto dos pontos de o cuja diferenca (em valor absoluto) das

distancias a F, e F, é a constante 2a (com 0 < 2a < 2¢).
hipérbole = {P € o | |PF, — PF,| = 2a}

Assim, temos:

| QF,
| RF,
| SF4

|A1F2 -
|A2F1 -

Catedral Metropolitana de Brasilia (DF) em 2014.

QF, | = 2a
RF, | = 2a
SF, | = 2a
AF, | = 2a
AF,| = 2a

MISHA GORDON/ALAMY/FOTOARENA

CASSANDRA CURY/PULSAR IMAGENS
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Observe a figura abaixo. Vamos mostrar que m = n.

Por que o ponto O
também é ponto médio
do segmento A,A, ?

: % :

De fato:
|AF, — AF,| =2a= AF, —AF, =2a=
= (2c—n) —n=2a
entdgo:c=a +n'l
|AF, —AF | =2a= AF,-AF=2a=
=((2c—m)—m = 2a
entdfo:c=a+m 2

De'1 e 2, resultam=n.

Elementos principais

F, e F,: focos
O: centro
AA,: eixo real ou transverso

2c: distancia focal, em que c = OF, = OF, ' '
2a: medida do eixo real, em que a = OA, = OA,

%: excentricidade

Equacao reduzida (I)

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que F,F, esteja contido no
eixo X e a reta perpendicular a esse segmento, passando por O (ponto médio
de ﬁ) seja 0 eixo y. O eixo real é AA, e sua medida é 2a. Os focos s&o os
pontos F,(—c, 0) e F,(c, 0).

P € hipérbole & |PF, — PF,| = 2a

P(x, y)

99
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Chama-se equacao reduzida da hipérbole a equacdo que o ponto genérico da hipérbole, P(x, y),
verifica.
Vamos deduzi-la:

|PF, — PF,| = 2a =

=S A+ + (-0 -’ +(y—0)7 = *2a

SVx+’+y =dx—c?+y> t2a
Elevando os dois membros ao quadrado e desenvolvendo, temos:
X+ +y=Kx-—c+y tdallx — )’ +y’ +4a’=
= 4cx — 4a’ = Hdallx — o + y? =
S —al=talx— o+’
Elevando os dois membros ao quadrado novamente, temos:
(x—a)=a"-x—o +ay’' =
= X — 2a%cx + at = a'xt — 2a’cx + ald? + Ay =
N (CZ _ aZ)XZ _ azyz _ aZ(CZ . a2)
Chamando ¢ — a* = b? (observe que a < c = ¢ — a> > 0), temos que:
b2x? — azyz = a’b?

Dividindo membro a membro por a’b?, resulta na equacao reduzida da hipérbole:

XZ yZ
P
Observe que, se x = 0, temos:
2 2
%—%z 1 :éz -1 =y =-b’

Como b € R¥, temos que y & R. Desse modo, nao ha pontos em comum entre a hipérbole e o eixo y.
Os pontos B,(0, b) e B,(0, —b) ndo pertencem a hipérbole mas determinam o segmento B,B, de medida
2b, que é chamado eixo imaginario da hipérbole.

y

B,B,: eixo imaginario
B,B, = 2b: medida do eixo imaginario

Relacdo notével: ¢ = a’ + b’
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Tracando por A, e A, retas verticais e tragando por B, e B, retas horizontais, obtemos o retangulo CDEF,

cujos vértices sdo as intersecdes dessas retas.

A reta suporte da diagonal DF passa por O(0, 0) e tem coeficiente angular igual a tg 6 = %.

Sua equacdo reduzida éy = %x.
Analogamente, a equacao da reta suporte da diagonal CE éy = —%x.

As retas de equagbes y = i%x sdo chamadas assintotas da hipérbole.
As assintotas ndo intersectam a hipérbole, mas, na medida em que tomamos pontos da hipérbole muito
afastados do centro O (para a esquerda de O ou a direita de O), o tracado da hipérbole “aproxima-se”

das assintotas.

Equacao reduzida (II)

Analogamente ao que vimos, se a hipérbole apresenta eixo real A;A, C Oy e eixo imaginario B,B, C Ox,
temos:
F.(0,—c) e F,(0, ) em quec >0

Se P(x, y) pertence a hipérbole, entéo:

IPF, — PF,| = 2a = PF, — PF, = +2a =
=Jx—07+y+0? —Jx—07+(y—c’ = *2a

Daf obtemos a equacéo da hipérbole:

As assintotas tém equacbes y = i%x.
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EXEMPLO 6

Uma hipérbole com eixo real de medida 8 e distancia focal igual a 10 apresenta:
b°’=c—a’=25-16=9
Se o eixo real da hipérbole estiver contido no eixo x, a posicao da hipérbole é a indicada na figura,
isto é, AA, C Ox e B,B, C Oy, entdo sua equagao é:

As assintotas dessa hipérbole tém equacdes y = i%x.

EXEMPLO 7

Uma hiperbole com eixo real de medida 8 e distancia focal igual a 10, na posicéo indicada na
figura, isto é, A,A, C Oy e B,B, C Ox, tem equacgao:

Esta equacao, evidentemente, ndo é equivalente a equacao da hipérbole do exemplo 6:
2 2
X Yy _

16 9
4

As assintotas dessa hipérbole tém equacdes y = i? :
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8 )
EXERCICIOS {2 i

17 Em cada caso, determine as equacbes das hipér- = 18 Determine as coordenadas dos focos de cada
boles seguintes e de suas assintotas: hipérbole do exercicio anterior.
a) y 19 Obtenha a distancia focal da hipérbole cuja equa-
2 2
cdo é XT - y7 = 1. Quais sao as equacoes das
A A, )
— assintotas?
F1 0 3 2 FZ X
20 Faca o que se pede:

a) Calcule a excentricidade da hipérbole cuja

2 2

- X

equacao e=——— — = 1.

b) 4 auesa0e T

M_/ b) Represente essa hipérbole e suas assintotas no
2{ A plano cartesiano.
0 A x 21 Construa os graficos das conicas L. x> —y> = 1 e
2 Lo y? — x> = 1. Seus graficos sdo coincidentes?
/;\ 22 Determine as coordenadas dos focos da hipérbole
cuja equagdo é 3x* — y* = 300.

Hipérboles com centro fora da origem

Se uma hipérbole tem centro no ponto O'(x,, y,) € A/A, // Ox, sua Y
equacao em relacdo ao sistema auxiliar XQ'y' é:

() )2 _

a’ b? 1

Yo
Portanto, sua equacao relativamente ao sistema xQy é:

x—x)  (y—y)
a’ b? -

Observe a hibérbole a seguir, que tem centro no ponto O'(x,, y,) € ©
AA, // Oy.

y

Yo

Analogamente, sua equacao relativamente ao sistema xOy é:

=y x=x)

a b? !
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EXEMPLO 8

Uma hipérbole que tem centro no ponto O'(—2, —3), semieixo real a = 5 e semieixo imaginario
b = 6 apresenta equacéo:
(x +2)2  (y+3)?

25 36

1 (se o eixo real é paralelo ao eixo x) (I)

ou:

+ 3)° X+ 2)?
v 55 ) - ( 36 L 1 (se o eixo real é paralelo ao eixo y) (II)

Veja, a seguir, as hipérboles de equacdes (I) e (II) construidos com auxilio do GeoGebra.

hipérbole T
g
Aot i i e,
1 X -+ ¥ ] -3 2 T [ T I & [1 T ] " "
Enfracs ¢: 1,26 - 0.60y* + £.12¢ - 5,30y = 3488 t @8
hipérbole II
- e
e it Eate Opries Faipmmaiing Jiiss Assq Ermrar.,, g
Bl - Lslelol &l md1 5

-
N

Entrada c; LBSx* + 1.28y" - 150x + 7.68y = 24.04 )
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@ FACA NO
23 Determine as equagdes das hipérboles abaixo:
a) v

CADERNO
24 Quais sao as coordenadas dos focos de cada hi-
O\’\ AZ/

pérbole do exercicio anterior?

25 Obtenha os focos da hipérbole cuja equacédo ¢
F - x+172 (y+2?
A {(w'o) 13 3
A,(3,0)
26 Qual é a distancia focal da hipérbole cuja equacao
y Ly =77 (x+9)7
b =6 bt = ?
) \ x / O Py 17
AL R 27 Qual é a excentricidade da hipérbole cuja equa-
F /A 1\ y=5 ~ ,(X_Z)Z yz
G@0é—e— 55 = 1? Faga um esbocgo dessa
0 x cbnica no plano cartesiano.
. J
Hipérboles e fungdes reciprocas
caracteristicas:

Vamos determinar a equacdo de uma hipérbole especial com as seguintes

OBSERVAGAO &)
drantes impares;

Dizemos que uma hi-

+ focos F,(—m, —m) e F,(m, m), com m € R*, ambos na bissetriz dos qua-
- hipérbole equilatera, ou seja, com a = b.

pérbole é equilatera
Sabemos que a distancia focal sera:

se sua equagao apre-
sentaa = b.

2c=FF =Am+m)y+ (m+m)? =2m2
Como c? = a’ + b’ ea = b, temos:

y 1
(M2)P=a+a=2m’=2a"=

= a = m (medida do semieixo real)
Um ponto P(x, y) pertencente a essa hipérbole deve verificar a
condicéo:

|PF, — PF,| = 2a
Entao:

.:N,\OH a rh *
Vx+mPZ+y+m? —Jx—mZ+(y—m)? =+2m=

=x+m?+(y+m)? ==£2m + x — m)’ + (y — m)?

Elevando os dois membros ao quadrado, temos:

X+ mP2+y+m?=4m?4mi(x — m)? + (y — m)? + (x—m)> +(y — my’=
= 4xm + dym = 4m? = Amd(x — m)> + (y — m)?> =

y
=x+y—m=xdx—m)+ (y — m)?

Elevando os dois membros ao quadrado novamente e fazendo
as simplificacoes, chegamos finalmente a:

AZ
2
m
x = —_—

Ve ~ . Ve y 2

que é a equacao da hipérbole.
2
m
Se chamarmos a constante —

2

F1
de k, a equacédo da hipérbole
serd xy = k. Observe que essa equacao pode ser vistacomoy = —,

portanto, a hipérbole é simplesmente o grafico dessa funcao.
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(e < , 6 .
Observe, como exemplo, o gréfico da funcédo reciprocay = ~ construido
com auxilio do GeoGebra.

GEOGEBRA

f_\mmm Etlitnr Exlie OpiOws Fremmmmndns bmels Ajuda Ertrar,.,
Rl >lolo] <] =] ] 5
»
4
4
)
1
a
1 ] . ! L] & 4 ] A (1] 1 3 1 ] a T L] ] 1w
4
a
@
Ed
Entrada: fix}=6/x Ephist

Do estudo de fungdes temos que o grafico de uma funcao definida por
y = % (com k # 0), chamada de funcédo reciproca, é uma hipérbole. Agora,
temos a comprovagao disso.

Se duas grandezas x e y sdo inversamente proporcionais, isto é, se x - y = Kk,
o grafico da funcdo que relaciona os valores de x com os valores de y sdo os
pontos de uma hipérbole.

3 paribola

A curva que descreve, por exemplo, o movimento de uma bala lancada por um canhdo é chamada
parabola.

O movimento com trajetoria parabdlica j& era estudado por Galileu Galilei no século XVI. Observe abaixo
uma ilustracdo elaborada por esse cientista.

Gravura que mostra trajetorias parabdlicas de balas de canhdo. Os nimeros, proximos a cada parébola, indicam a inclinacdo do canhao
em relacdo a direcao horizontal.
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As conicas

As fotos seguintes mostram cartdes-postais de duas cidades brasileiras. Na primeira, vemos as fontes de
agua do parque do Ibirapuera, em Sao Paulo. Na segunda, a ponte Juscelino Kubitschek, em Brasilia.

Lago do parque do Ibirapuera, Sao Paulo (SP), em 2012. Ponte Juscelino Kubitschek, Brasilia (DF), em 2010.

As imagens que acabamos de ver nos remetem a formas que se assemelham a parabolas. O gréfico de
uma funcdo do 22 grau é uma paradbola. Facamos agora o estudo detalhado dessa conica.

O que é parabola?

Dados um ponto F pertencente a um plano o e uma reta d contidaem ¢

o, com F & d, seja p a distancia entre o ponto F e a reta d. Parabola é o or b P
conjunto dos pontos de o que estdo a mesma distancia de F e de d.
pardbola = {P € o | PF = PP'}
QR Q

Assim, temos:

VF = W
PF = PP
QF =QQ
RF = RR
SF = S

Elementos principais
F: foco
d: diretriz
p: parametro
V: vértice

VF: eixo de simetria (é a reta que passa por F e é perpendicular & diretriz)

Relacdo notavel: VF = % , pois VF = V V'

PAULO FRIDMAN/PULSAR IMAGENS
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Equacao reduzida (I)

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal com origem no Vvértice da
parabola e eixo das abscissas passando pelo foco. Como a distancia entre
Fedép, temos que F(% O), e a diretriz d tem equacéo:

p

Nessas condicbes, chama-se equacao reduzida da parabola a

equacao que o ponto genérico da curva P(x, y) vai verificar. Vamos

deduzi-la.
P € parabola & PF = PP'

j(x—%> +y—0) =j<X+%> +ly -y

Elevando os dois membros ao quadrado e desenvolvendo, obtemos:

2 2
( —£)2+y2=<x+£>2:>x2—px+p—+y2=x2+px+p—

Entao:

2 2 4 4

Simplificando, resulta:

y? = 2px

Equac¢ao reduzida (II)

Analogamente ao que j& vimos, se a pardbola apresentar vértice na
origem e foco no eixo das ordenadas, temos:

PF = PP'

j(x—0)2+( —%)Z = j(X—X)Z'F(y'F%)Z

Daf, decorre a equacdo da parabola:

P(x,y)

P(x,y)

Xt = 2py

EXEMPLO 9

Uma pardbola com pardmetro p = 3, vértice V na origem e foco F no eixo Ox tem equacao:

2

y? = 6x, se F estd a direita de V ou y* = —6X, se F estd a esquerda de V
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Observe que:
 Se F estd a direita de V, temos: P'(—% y) e F(% O)
3\ 3\2
dpp = dPF:j<X+7) +y—y)y =J<X—?) +y =
= )(Z+3x+%=)(z—3x+7%+y2:>y2:6x
L (3 3
- Se F est4 a esquerda de V, temos: P > yleF > 0
3\? 3\2
dop = dPF:J<X_?> +y—y) =J<X+§) +y =
= X = 3x+ i =X +3x+ I +y? = y* = —6x
|\

EXEMPLO 10

x* = 6y, se F estd acima de V

Uma parébola com parametro p = 3, vértice V na origem e foco F no eixo dos y tem equacao:

x* = —6y, se F esta abaixo de V
y y
g d
2
3 X
. 2
i
2
3|V
2
d
|
Observando esses Ultimos exemplos (9 e 10), que para-
bolas podem ser graficos de funcdes de R em R?
9
EXERCICIOS & cabERNO
28 Determine as equacdes das parabolas seguintes:
a) dVv b) y c) y
d y=5
V|0
v F(0,4 X
O} F(1,0) X V1o %
d y=—4 F(0, —5)
x=-1
29 Qual é a equacao da diretriz da parabola de equacdo 2x* — 7y = 0?
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30 Determine as coordenadas do foco F e a equacao da diretriz da parabola de equacdo y* — 16x = 0.

31 Em cada caso, obtenha as coordenadas do foco, a equacdo da diretriz e represente graficamente a parabola
dada por:

a) y* = —16x b) x> = 2y Q) Yy’ =x

32 Uma parabola tem vértice na origem, eixo de simetria coincidente com o eixo das abscissas e passa pelo
ponto P(4, —7). Qual é sua equacao?

Parabolas com vértice fora da origem

Se uma parabola tem vértice no ponto V(x,, y,) e VF //Ox, sua equacao em
relacdo ao sistema auxiliar x'Vy' é:

(yl)Z — prl
y
Portanto, sua equacao relativamente ao sistema
xQy é:
2 Yor---
(y = vo)" = 2p(x = x;)
d :
6} )(I0 X

Analogamente, se uma parabola tem vértice no
ponto V(x,, y,) € VF // Oy, sua equacao relativamen-
te ao sistema xQy é:

(X = x0)* = 2p(y — Yo

EXEMPLO 11

Uma paradbola de parametro p = 2, vértice V(4, 2) e eixo de simetria VF paralelo ao eixo Ox
tem equacao:
(y—2)7 =4(x — 4) ou (y — 2= —4(x — 4)
se F esta a direita de V se F estd a esquerda de V

y d| y* y yt |d
: h :




As conicas T”

Observe as parabolas I e IT construidas com o GeoGebra.

parabola I parabola II

IMAGENS: GEOGEBRA

o d:y?+4x-dy =12 /-/
/

[l y?-4x -4y =-20 = =
H‘H“‘a e a

Enmarte prit - 2= 20 i i Exsvise gl o s -y = 42 1lm

EXEMPLO 12

Uma parabola de pardmetro p = 5, vértice V(3, 1) e eixo de simetria VF paralelo ao eixo Oy
tem equacao:

(x—3)2 =10y —1) ou (x—3)=—-10(y — 1)
se F estd acima de V se F esta abaixo de V
y y y's
v :
; | 7 i
O A 4F 2 i
2 : (1) :
: : d:y—%—o
e oo . L e ;.
V(3 1) x :
0 53 X o) 53 X
B i (Iv)

3 ' 2
-3 dy+==0
2 S

Em que ponto cada

Observe as parabolas (III) e (IV) construidas com o GeoGebra. uma das parabolas do
exemplo 12 intersectam
o eixo Oy?
parabola IIT parabola IV

Bl = -
g

| ./_‘ft_.:\}\.ﬁ___._.__

1 c: % -6x+10y =1
c:x*-6x-10y=-19
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)
EXERCICIOS

33 Determine a equacao de cada paradbola represen-
tada a sequir:

a)y

|

34

ol

b) y
35

<
Il
N

V(1L,2) 36

/ o a0 \ X 37

38

39

> FACA NO
X9 CADERNO

Determine o foco e o vértice da pardbola
Ay + 37 =12(x— 2).

Escreva a equacdo da diretriz da parabola repre-
sentada pela equacdoy = —(x + 5)°.

Determine as coordenadas do vértice da parabola
cuja equacdo éy’ — 7x — 6y + 9 = 0.

Obtenha a equacdo da parabola cuja diretriz é
d: x = —2 e cujo foco é F(6, 0).

Qual é a equacao do conjunto dos pontos P(x, y)
que sdo equidistantes da reta d: y = 3 e do ponto
F(=2, —3)?

Dé a equacao da parabola simétrica relativamen-
te ao eixo dos y e que passa pelos pontos de
intersecdo da reta de equacdo x + y = 0 com a
circunferéncia de equacdo x* + y> — 8y = 0.

Parabolas e fun¢cdes quadraticas

Note que uma parébola com equacédo x* = 2py tem eixo de simetria vertical

coincidente com o eixo das ordenadas. Entao, para cada valor real atribuido a x
existe em correspondéncia um Unico valor correspondente dey. Assim, aleiy =

= Zipx2 define uma fungéo cujo grafico é precisamente a parabola. Isso ja foi visto no

estudo de funcdes e agora é comprovado. Por exemplo, as funcdesy = x*(em que

p = %) y = 3% (em que p = %) ey = —4x (em que p = %) tém graficos
que sdo parabolas com vértice na origem.
Observe que uma parabola de equacao (x — x,)* = 2ply — y,) possui vértice

V(X,. Yo) € eixo de simetria vertical. Podemos escrevé-la na forma:
X' — 2x X + X = 2py — 2py,

ou ainda:
1, X X5 + 2py,
2p p 2p
quadratica.

, que corresponde a lei de uma funcdo
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No estudo de fungdes, vimos que a funcdo quadratica
y = ax’ + bx + ¢ (com a # 0) tem por grafico uma parabola, o
que agora foi comprovado ao verificar que: a = 1—, =X
_ X2+ 2py, 2p P
ec="">5,
Por exemplo, a funcdo dada pory = 2x* — 5x + 8 tem por 5 "
. . _l e X% Xz + 2py, Vz(z 5 dy-— =
gréafico uma parabola com 2 = Y 5= D e 8= p 2 5
o1 _5 39. (5 39 E
ouseJa,p—4,x0—4eyo—8,V(Z?> F( 5) :
0 ; X
- AN - I
I3 Reconhecimento de uma cénica
pela equa¢ao
Elipses
Comparemos as equacoes das elipses:
X =x)?  (y—y) =y | (X =x)
az0 + bzo =1 azo + bzo =1
(elipse com eixo maior horizontal) (elipse com eixo maior vertical)

Concluimos que:
* uma equacao do 22 grau nas incognitas x e y representa uma elipse com
eixo maior paralelo a Ox ou Oy se for redutivel a forma:
(x = x,)? N (y —y,)?
k1 kZ

+sek, >k, k, = a’ek, = b?, entdo o eixo maior ¢é horizontal.

Por que admitimos
k, # k, na equacao
apresentada?

=1,comk, >0, k,>0ek, #k,

< sek, <k, k; =b’ek, = a’, entdo o eixo maior é vertical.
* (X Yo) é 0 centro da elipse.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Caracterize a cOnica representada pela equacao 4x* + 9y’ = 36 e eshoce seu gréfico.
Solucao:

Dividindo os dois membros da equacdo por 36, temos:

y
2 9 2
4x° 2y 36 N S v _ 1 B,
36 36 36 9 4
Portanto, a conica é uma elipse com centro na origem e E 5
eixo maior horizontal tal que: A, . | 2 Azx

a’=9

b? — 4}=>c—«la - b’ =

Os focos sdo F,(—5,0) e F,(v5,0). 2,
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2 Qual é a distancia entre os focos da cOnica cuja equacao é 9x* + 4y* = 367 A,
Solucao: F,
T :
emos . ’ 5
2 2 _ X Y _
9x+4y—36=>4+9 1 B, n B,
3 X
A cbnica é uma elipse com centro (0, 0) e eixo maior vertical tal que:
2 _ 9 3
e
A1

Portanto, os focos sdo:

F,(0, —/5) e F,(0, 5)

e a distancia entre eles é 2c = 245.

3 Qual é a conica representada pela equacdo 9x* + 16y* — 90x — 160y + 481 = 0? Esboce seu grafico.

Solucao:

. o . - L (x — Xo)2 (y — yo)2 . .
Vamos identificar a conica com sua equagao genérica — + % =1, isto é
1 2

kx* + Ky — 2koxox — 2K,y + (kzxé + kye — k1kz) =0
Temos coeficientes respectivamente iguais aos da equacao dada, portanto:

k, =9, k =16, 2kx, =90, 2ky, =160, kx2 + kyZ— kk, =481
Dai, temos:

k,=9, k=16, x =5 y,=5

Como k, >k, > 0, a equacao representa uma elipse com eixo maior
horizontal e centro (5, 5), sendo a> = 16 e b> = 9.

A equacdo reduzida dessa elipse é:

(x=5" =5 _,
16 9

A equacdo reduzida dessa elipse pode ser obtida de outro modo.
Vamos completar quadrados:
9x* — 90x + 16y> — 160y + 481 =0
9(x* — 10x + m) + 16(y* — 10y + W) + 481 =0
9- (¢~ 10x + 25 + 16 - (y* — 10y + 25) + 481
9-(x—5°+16-(y—5°=144

(x—5)?%  (y—5)
% 9

0+9-25+16-25

=1
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Hipérboles

Comparemos as equacodes das hipérboles:

(X — x,)? . (y — y,)? _, (x — x,)? . (y = yp)? _
a2 _bz - _bZ az
(hipérbole com eixo real horizontal) (hipérbole com eixo real vertical)

Concluimos que:
> uma equacao do 2¢ grau nas incégnitas x e y representa uma hipérbole
com eixo real paralelo a Ox ou Oy se for redutivel a forma:

— 2 — 2
(x —x) N y—y) 1
k k B
1 2
em que k, e k, tém sinais contrarios.
+sek, >0ek, <0, entdo k, = a’ ek, = —b’; o eixo real é horizontal.
-sek, <0ek, >0, entdo k, = —b* e k, = a’; 0 eixo real é vertical.

* (X Yo) € 0 centro da hipérbole.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

4 Caracterize a cOnica representada pela equacdo 4x* — 9y’ = 36 e esboce seu gréafico.
Solucao:

Temos:

2 2
292 = S -
4x° = 9y = 36 = 5 7 1

Portanto, a conica é uma hipérbole com centro (0, 0) e eixo
real horizontal. Temos:

a’=9=a=3
p’=4=b=2

bocaims

Seus focos sao:

F.(=+13, 0) e F,(+73, 0)

5 Quais sdo os focos da conica cuja equagio é x> — y* = 12
Solucao:

A partir da equacao dada, podemos escrever:
2 2
AR
A cOnica é uma hipérbole com centro (0, 0) e eixo real horizontal

tal que:

a’=1

bz:1}=>c=«la2+b2=«/7

Portanto, os focos sdo:

F(—Z,0)eF,{Z, 0)
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6 Qual é a conica representada pela equacao 4x* — y* — 32x + 8y + 52 = 0?
Solucao:
Este exercicio pode ser resolvido de dois modos:
12 modo:

(x=x)?  (y—y,)
Desenvolvendo a equagao geral K + K =1, obtemos:
1 2

X = 2xx, + X7yt = 2yy, )l
J’_
k1 kZ

kox? — 2xkox + kox2 + ky2 — 2kyyoy + kiy2 — kik, =0

Comparando com a equacao 4x* — y* — 32x + 8y + 52 = 0, temos:

k, =4

k, = —1

—2%k, = =32 = —2x,-4=-32=x%x,=4

—2yk, =8= =2y, - (=1)=8=y,=4

k,x¢ + k,yo — k,k, = 52 (Note que 64 — 16 + 4 = 52)
Como k, < 0 ek, > 0, a equacao representa uma hipérbole com eixo real vertical e centro (4, 4), sendo
a’=4eb’=1.

A do reduzida é:
equacao reduzida € (=42 (x4

4 1

=1
22 modo:
Vamos completar os quadrados:
4x* — 8x+ W) — (Y’ — 8y + W) = —52
4-(—8x+16) —(y*— 8y +16) = =52 + 4 - 16 + (—16)
4-(x—4y—(y—47=—4
Dividindo os dois membros por —4, obtemos:
(y—4" x—=4)
4 1

=1

Parabolas

Desenvolvendo as equacdes das parabolas (y — y,)* = 2p(x — x,) e (x — x,)* =
= 2p(y — y,), obtemos respectivamente:

2 + 2px X x2 + 2
ek Yo WETG 1 K G e,
2p P P e 2p P 2p
(pardbola com eixo de simetria horizontal) (pardbola com eixo de simetria vertical)

Comparando as duas equacdes, concluimos que:
uma equacdo do 22 grau nas incognitas x e y representa uma parabola
com eixo paralelo a Ox ou Oy se for redutivel a uma das formas:

x=ay’ + by +c(coma#0) 1
ou

ax> + bx + c(coma #0) 2

<
I
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- Se redutivel a forma 1, entdo a pardbola tem eixo de simetria horizontal

2 + 2px
eazL,bz—&eCZ—yo P,
2p p 2p
- Se redutivel a forma 2, entdo a parabola tem eixo de simetria vertical e
1 X X2 + 2py,
a:_lb:__oecz—.
2p p 2p

* (Xo, Yo) € 0 Vértice da parabola.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

7 Qual é a conica representada pela equacao y* = 6x? Esboce seu gréfico.
Solucao:

Temos:

yV=6x=y"=2:3-x

Portanto, a cOnica é uma parabola com vértice na origem,
eixo de simetria horizontal e parametro p = 3.

8 (Caracterize a conica representada pela equacdo x = % y' — % y + % e esboce seu grafico.
Solucao:
A equacao representa uma parabola com eixo de simetria horizontal. y

Comparando-a com a equagao genérica:

X = 21_p Y- % oy = Yo —i_szxo, decorre:
A Y1 %t 5
2p 4’ p 2°  2p 4 0
Dai, obtemos:
P=2,Y=1,%=1 cEE=
Assim, a parabola tem vértice (1, 1) e parametro p = 2.
A equacao reduzida dessa parabola é:
(= 17=4-(-1)
A equacao reduzida pode ser obtida de outro modo:
Completando quadrados, temos:
X = %yz - %y + % =
=>x=i-(y2—2y+l)+i=>
4 4
=>x=%-(y2—2y+ 1)+%—%- 1=
:>x=%-(y— ”+1=
Sx—T= =Py —1P=4-x—1)

4

17




118 CAPITULO 4

®
EXERCICIOS 0 e

40 Caracterize a cOnica representada pela equacdo em cada item a seguir.
a) 5x + 8y’ =10 dy —4x—6y+13=0
b) 9x* + 25y’ — 36x + 50y — 164 = 0 e X —4x— 12y =32
€) 5x° — 4y’ + 30x+ 16y + 49 =0 f) 9x* + 5y’ + 54x — 30y + 81 =0
\ J

Interse¢oes de conicas

E regra geral na Geometria Analitica que, dadas duas curvas f(x, y) = 0 e g(x, y) = 0, a interseco delas
é o conjunto dos pontos que satisfazem o sistema:

{f(x, y) =0
gx,y) =0

J& aplicamos esse conceito para achar a intersecdo de duas retas, de uma reta e uma circunferéncia
e de duas circunferéncias. O mesmo conceito se aplica para obter a intersecdo de uma reta e uma
cOnica, de duas conicas etc.

EXEMPLO 13

Vamos determinar os pontos comuns a reta r: x —y = 0 e a parabola L:y = x°.
Para isso, devemos resolver o sistema de equacoes:
x=y 1
y=x" 2
Substituindo ‘1 em 2, resulta:
y
A r
y=0=x=0
y=y =y -y=0= ou 1,1
y=1=x=1
(0,0) X
Assim, temos: r N A = {(0, 0), (1, 1)}.
- L |
9
EXERCICIOS P el

41 Obtenha a intersecao da parébola A: y> = x com a elipse A" x> + 5y* = 6.

42 Determine o conjunto dos pontos em que a hipérbole de equacio 4y> — x* = 1 intersecta a circunferéncia
de equacdo x* + y* = 9.

43 Quantos pontos comuns tém a circunferéncia de equacdo X’ + y* — 2x — 4 = 0 e a parabola de equacéo
X —4dx—y+2=0?

44 Calcule o comprimento da corda que a reta r: y = x define na elipse A: 9x* + 25y* = 225.
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45 Calcule a distancia entre os pontos de intersecio das curvas de equacdes X’ +y = 10ex +y = 10.

46 (UFMG) Considere a parabola de equacdo y = 8x — 2x’ e a reta que contém os pontos (4, 0) e (0, 8).
Sejam A e B os pontos de intersecdo entre a reta e a parabola. Determine a equagao da mediatriz do
segmento AB.

2
47 Determine m € R de modo que a reta de equagdo y = x + m intersecte a elipseXT +y =1

48 Calcule o valor do coeficiente angular m € R para que a reta de equagdo y = mx + 2 e a pardbola de
equacao y’ = 4x tenham intersecio nao vazia.

49 Observe a figura a seguir.

y
3
B ol P
F,(=5,0) F,(/5,0)
-3 -2 0 2 3 x
-3
Com base nos dados da figura, determine:
a) as coordenadas de A, B, Ce D. b) a ordenada de P.

50 Quantos pontos tém em comum a circuferéncia de equacdo x> + y* — 4y + 3 = 0 e a parébola de equacio
3 —y+1=0?

(Unesp-SP) Suponha que um planeta P descreva uma 6rbita eliptica em torno de uma estrela O,
de modo que, considerando um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, sendo a estrela

2 2
O a origem do sistema, a orbita possa ser descrita aproximadamente pela equacdo 1)(% + %’—5 =1

com x e y em milhdes de quildometros. A figura representa a estrela O, a érbita descrita pelo planeta
e sua posicao no instante em que o angulo POA mede %

y (milhdes de km)

B(0, 5)

4

\\O/AHO, 0) x (milhoes de km)

(figura fora de escala)

Adistancia, em milhdes de quildbmetros, do planeta P a estrela O, no instante representado na figura, é:

a) 2V5 b) 2410 c) 542 d) 1042 e) 510
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