Polinbmios

3 Introducio aos polindmios

m—

—
‘ @l ‘@) TROQUE IDEIAS

[ Problemas com polindmios ]

Resolva os seguintes problemas.
a) No quadriculado abaixo, o lado de cada : c) De um paralelepipedo retangulo de dimen-
quadradinho mede x (unidades de medida sdes X, 2x e x + 10, com x > 1, sdo retira-

de comprimento). Calcule, em funcao de x, a dos quatro cubos unitarios, como mostra

area dos poligonos A, B e C. a figura:

b) Responda: Determine o volume do poliedro obtido.

i) De uma folha de cartolina retangular de : d) Observe o poliedro seguinte.

dimensdes 30 cm X 22 cm é recortado,

Jon x+1
em cada um de seus vértices, um quadra-

do cujo lado mede x centimetros, em que

0 < x < 11. Determine, em funcdo de

X, a expressao gue representa a area da

superficie remanescente.

ii) Apds a retirada dos quadrados, é possivel B X+ 1

construir, a partir da superficie obtida, uma

caixa sem tampa, na forma de paralelepi- ; "
Escreva a expressao algébrica que representa:

pedo retangulo, dobrando-se convenien-

temente seus lados. Determine o volume i) seuvolume;

do paralelepipedo obtido. ii) sua area total.



Polindmios

- - ~
Defini¢ao
Um polindmio na varidvel complexa x é uma expressdo dada por:

n n—1 2
anx+an71 X +...+a2x+a1 x+a0

em que:
-a,a, , .., a,a,a,sao numeros complexos chamados coeficientes do polinébmio; a  é o coefi-
ciente independente do polindmio;
* todos os expoentesde x: n,n — 1, ..., 2, 1, 0 sdo numeros naturais;
+ cada uma das parcelas, a_-x", a_, - x""', ..., a, * X, a, corresponde a um termo do polinémio;
< 0 grau do polindbmio é o nimero natural igual ao maior expoente de x, cujo termo apresenta coe-
ficiente nao nulo;

- x pode assumir qualquer valor complexo.

EXEMPLO 1

« 4% — 5% + 17x — 7 é um polindbmio de grau 3.
. — %x5 + x> — 3x + 1 é um polindmio de grau 5.

2ix* + x — 2 é um polinémio de grau 2.

« x® — x> + 4x* — 3i é um polindbmio de grau 6.

* X + 4 éum polindbmio de grau 1.

*+ 5x é um polindmio de grau 1.

« —7 ¢ um polindbmio de grau 0, pois podemos escrevé-lo na forma —7 - x°.

< Em cada item da atividade proposta na secao Troque ideias desenvolvido na introducdo do
capitulo, as expressoes obtidas sdo exemplos de polindémios.

OBSERVACOES &)

- 3 4 _ IR A . B .
° Aexpressdo 2x + — + — = 2x + 3x 2 + 4x7" ndo é um polindmio, pois os expoentes de x ndo podem ser negativos.
X X

1
 Aexpressao 3x* — 54x + 2 = 3x2 — 5x° + 2 ndo é um polindmio, pois os expoentes de x N30 podem ser fracionarios.

3 Coeficiente dominante

Sejaa -x"+a _, - X"+ L+ a, X2 + a, - x+a,coma #0,um polinémio de grau n.
O coeficiente a_ ¢ chamado coeficiente dominante do polinémio.

EXEMPLO 2

« —x’ + 15x* — 7x + 3 possui coeficiente dominante igual a —1.

§x5 + 2x — 1 tem coeficiente dominante igual a %

« 2iX’ + 4%’ + ix* tem coeficiente dominante igual a i.

« x> — 3x + 5 tem coeficiente dominante igual a 1.
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202 CAPITULO 8

3 Funcio polinomial

Vamos considerar uma funcéo f: C — C, que a cada x € C associa o polindmio a x" +a__ x"' + ...

+ax+a,istoé f(x) =ax"+a _

1

n—1
XL ax+a,

A funcédo f recebe o nome de funcao polinomial.

Por exemplo, as funcoes f, g e h, definidas, respectivamente, por f(x) = 4x — 5, g(x) = 2x’ — x + 1 e
ix> — 2x + 4, sdo funcdes polinomiais. Em particular, as funcées de variavel real (x € R C C) afim
(12 grau), definidas pory = ax + b, com a € R*, e quadréticas (22 grau), definidas pory = ax’ + bx + ,

h(x) =

com a, b e creais e a # 0, estudadas em anos anteriores, sdo exemplos de funcdes polinomiais.

Como a cada polindmio esta associada uma Unica funcédo e, reciprocamente, a cada funcao esta as-
sociado um Unico polindmio, podemos, daqui em diante, usar indistintamente os termos polindbmio ou

funcdo polinomial.

® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

1 Determine m € R para que o grau do polindmio (m + 2)x* — 2x* + 5x — 1 seja igual a 4.

9

1

Solucao:
Para que o polindmio tenha grau 4, basta que o coeficiente de x* ndo se anule, isto é:m + 2 # 0 = m # —2.

Discuta, em funcao de m, em que m varia em R, o grau do polinémio:
p(x) = (m? — 25)x" + (m + 5)x* + 6x° — 2x + 5

Solucéo:

Devemos considerar todas as possibilidades para o grau de p(x), de acordo com os valores que m assume.
Ha trés casos:
° 12 caso:
O grau de p(x) serd 7 se m* — 25 # 0, isto &, se:
m#*—-5em#5
° 22 caso:
O grau de p(x) serd 4 se o coeficiente de X’ for nulo e o coeficiente de x* ndo for nulo, isto &, se:
m> —25=0em+5#0=>m=*x5em#-5=m=>5
° 32 caso:
O grau de p(x) serd 3 se os coeficientes de x’ e de x* se anularem simultaneamente, isto &, se:
m> —25=0em+5=0=m= -5

EXERCICIOS § 2 Seno
Indique os itens cujas expressoes representam polindmios:

a) —2x0+x° — 1 c) (x + 4) e) Vx+5 g) 2ix* — 1
b)%+%—3x+5 d) 2x + 3 — 1 f)1Tx3—2x+4i

Determine o grau de cada polindmio seguinte:

a) 3x* — 6x> + 5x — 1 d) (3x* + 10x)’ g) x
b) 2x — X e) (4x—1)-(x*—x—13) h) x- X2« - .- x”
o) X+ x24T f) -3
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.

Identifique o coeficiente dominante de cada um
dos polinémios seguintes:

a) 10X’ — x* + 100x — 99

b) —%x3+%x4—x2+2
o X +xX—xX+x—1
d) x +x* + 2 + ix*

e) (x + 5)°

Determine m € R de modo que o polindmio
p(x) = (m” — 2)x* + 6X° — 4x + 2 tenha grau 4.

Polindmios

Para que valores reais de k a expressao polinomial
(2k* — 8)x* — 2x* + 5x — 1 tem grau 2?

Discuta, em funcao do parametro real m, o grau de
p(x) = (M’ — 16 + (m + 4)x° — x* + 3x — 1.

Responda: é possivel que o grau do polinémio
p(x) = (M? — 4)x° + (m + 2)x* — 3x + 1 seja:

a) 5? b) 47 c) 3?

Em caso afirmativo, dé, para cada item, as condi-
cOes em que isso ocorre.

3 Polinémio nulo

Polindmio nulo (ou polindmio identicamente nulo) é aquele que possui todos os coeficientes iguais
a zero. Assim, o polinbmio a_- x" + a__
=a,=a,=0.

Pelo fato de possuir todos os coeficientes iguais a zero, ndo se define o grau de um polindmio nulo.

EXEMPLO 3

1

XN+ L+,

X +a +x+aénulosea =a , = ..
n n—1

A condicao para que o polindmio ax* + bx + (c + 1) seja nulo é que todos os seus coeficientes
sejam iguais a zero, isto é:

a=0b=0ec+1=0=c=—1

B3 valor numérico

Seja oo € C e p o polinébmio definido por p(x) = a x" + a__
O valor numérico de p em @ é igual ao nimero complexo obtido quando substituimos x por e e

efetuamos as operacbes indicadas, isto é:

— . y"
plo) =a -o"+a |

EXEMPLO 4

Seja o polinémio p(x) = 2x’ + x* — 4x + 1.

n—1
1X + ... +a1x+a0.

ot T+ ot a ot a,

1

Vamos calcular seus valores numéricos para x = 2 e para x = i.

« Substitufmos x por 2:

p2)=2-2°4+2"-4-24+1=16+4—-8+1=p2) =13

* Substituimos x por i:

pi)=2-P+iP—4i+1==2i—F—4i+/=pl)=—6i

OBSERVACOES &)

Considerando o polinémio p(x) = a_- x" +a
cp()=a,-1"+a . -

n—1 ’

L

dos coeficientes do polinémio.

cp0)=a -0"+a _

1

X'+ L +ax +a - x+ a, temos que:
+a,-1”+a-1+a,=a +a_

1

0"+ .. +a,-0°+ a0 +a, = a, isto & p(0) é igual ao coeficiente independente do polinémio.

+..+a,+ a +a,istoé p(1) éigual a soma
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CAPITULO 8

Sejaa € C.
Dizemos que a ¢ raiz do polindmio p(x) =a - x"+a_, - xX"'+ ... +a, -x+a,seplx) =0, isto &

n n—1 1

-1 —
a,ro'+a o+ .. +a - at+a, =0

1

EXEMPLO 5

O numero 2i é uma raiz do polinémio p(x) = X’ + 3x* + 4x + 12, pois p(2i) = 0, isto é:
P2 =R +3QI)° +4-2i+12=pRi)=8°+ 12+ 8+ 12=pR)=—-8—-12+8i+12=0
J& 0 nlmero —2 néo é raiz desse polinbmio, pois:
p(=2)=(=2°+3-(=2+4-(-2)+12=8+#0
- |

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

3 Sabendo que x = —4 é uma raiz do polindmio p(x) = x> + mx — 3, em que m € R, determine o valor de m.
Solucao:
Como —4 é raiz, devemos ter p(—=4) = 0, isto é:
(—4?+m(-4)-3=0=16—-4m—-3=0 =>m=

13
4

9

EXERCICIOS § .2 i

8 O polindmio p(x) = ax + (b — 2) énulo. Quaissdo = 14 Determine o poli-

os valores de a e b? némio p de grau 1, o )
tal que p(z) = 5¢ Como se escreve generi-
9 Determine os valores de a, b, c e d, a fim de que p(—1) = 2. camente um polindmio

?
p) =(@— 1+ Qa—b+3)xX + (b —x+ de grau 1

+ (c — 2d) seja o polinémio nulo.

15 O numeroi é raiz do polindmio p(x) = x* + 3x + k,

10 Sendo p(x) = % — 5x + 3, obtenha o valor numé- em que k é uma constante complexa. Determine:

rico de p para: a) k;
a)x=0 ) x=2 e) x=i b) p(2 + i), usando o item a.
b) x = 1 dx=1+i fx==
2 16 Seja o polindmio:
11 Verifique quais dos nimeros complexos i, 1, 3, p(X) = x + 2x° + 3x° + ... + 49x* + 50x°

: = . _3_ 2 _
1+ 2ie0sédoraizesde p(x) = x> — 5x* + 11x — 15. a) Verifique se 0 & raiz de p(x).

b) Determine a soma dos coeficientes de p(x).
12 Determine m € R a fim de que —1 seja raiz do ) P&

olinémio x> — 4x + (m + 4).
P ( ) 17 Obtenha o polindmio do 22 grau que tem 2i como

13 Determineaebreaisem p(x) = ax’ — 2x* + bx — 1, uma de suas raizes e cuja soma dos coeficientes é
sabendo que 1 é raiz de p(x) e que p(2) = 3. igual a 5.
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3 polinémios iguais (ou idénticos)
Sejam f e g dois polindmios respectivamente definidos por:

fx) =ax"+ a

n—1

g(x) =bx"+b

XU+ ax+ a, e

n—1
X H o+ bx+ b

Dizemos que f e g sdo iguais (ou idénticos) se assumem o mesmo valor numérico para qualquer valor

de x, isto é:

f=g&flx) =gkx), vxe C

Vamos mostrar que dois polindmios, f e g, sédo iguais se e somente se os coeficientes de f e de g sdo

ordenadamente iguais, isto é, os coeficientes dos termos de mesmo expoente de x sao iguais:

+ Se os coeficientes dos termos de mesmo expoente de x séo ordenadamente iguais, isto é:a = b ;

n

a ,=b ... a =b ea,=b, temos, paratodo x € C:

_ -1 _ -1 _
fx) =ax"+a X'+ .. .+ax+ta,=bx'+hb x"'+ .. +bx+b =gk

e, desse modo, f e g sdo iguais.
 Se f(x) = g(x), Vx € C, temos que f(x) — g(x) = 0, Vx € C, isto é:

n n—1 n n—1 —
@x"+a x4+ ... +ax+ta)—(Ox +b x4+ ... +bx+b)=0

(@ —b)X'+ (@ ,—b X"+ ..+

n n

—b)x+ (@, —by) =0

1

Lembrando que um polindmio é nulo se todos os seus coeficientes sao iguais a zero, temos:

a —b =0 = a =b,
an—1 - bn—W = O = an—W = bn—W
a, — b, - 0 = a, =h,
a, — b, =0 = a, =0b,

Isso mostra que os coeficientes de f e de g sdo ordenadamente iguais.

EXEMPLO 6

« Para que os polindmios ax’ + bx + ce —3x> + 5x — 1 sejam iguais, devemos ter:a = —3, b =5
ec=—1.

+ O polinémio mx® + nx* + px + q é idéntico ao polinémio 4x* = x +2sem=0,n=4,p = —1

eq=2.
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® ' EXERCICIO RESOLVIDO

_ : : . X+ 3 a b
4 Determine os valores de a e b reais para os quais ocorre a igualdade: = = i
X—4 x+2 x-2

ex # 2.
Solucéo:
X+ 3 alx — 2) + b(x + 2)

= s —— = ax—2)+bx+2)=x+3 = ax—2a+bx+2b=x+3

| —
XX — 4
Agrupamos os termos semelhantes:

@+ b)x+(—2a+2b)=x+3

a+tb=1
—2a+2b=3

Da igualdade de polindmios segue:

cuja solugdo é:a = — 1 eb= i.
4 4
9
EXERCICIOS I TN
18 Calcule os valores de a e b reais de modo que seja satisfeita a igualdade (a + 3)x + (b — 1) = 2x — 3.
19 Para que valores de m, n e p, com {m, n, p} C C, ocorre a igualdade mx* + (2n + 3)x — p = 5x + i?
20 Determine m e n reais de modo que: SELUIEN |- —3x+ 4.
X X — 1 x(x — 1)
2
21 Obtenha os valores das constantes reais a e b para que se tenha: a_ 4 bx___ —x j 3+ 2.
X— 2 X+ 2 X —4
22 Seja o polindbmio do 12 grau p(x) = ax + b, em que a e b sdo coeficientes reais tais que:
a b __2x—-7
XxX—2 x4+ 1 XX —x—2
Qual é o valor de p(i) + p(—i)?
\ J

3 Adicdo, subtracio e multiplicacdo de
polindmios
Vamos revisar, por meio de exemplos, as operacoes de adicdo, subtracdo e multiplicacdo de polinémios,
estudadas no Ensino Fundamental.

EXEMPLO 7

Dados os polindmios f(x) = —7x* + 5x* — x + 4 e g(x) = —2x* + 8x — 7, vamos obter f(x) + g(x):
(=7 +5¢ = x+4) + (=2 +8x—7)= =7 +5¢ =2 = x + 8& + 4 -7 =
=—7xX +3x%+ 7x— 3
Lembre que a soma de dois polindmios f e g é o polindmio obtido quando adicionamos os
coeficientes dos termos semelhantes de f e de g.




Polindmios 207

EXEMPLO 8

Dados os polinémios f(x) = 4x* — 5x + 6 e g(x) = 3x — 8, vamos obter f(x) — g(x):
(4x* —5x+6) —3x—8) =4x* = 5x+ 6 —3x+8=4x — 8 + 14

Note que a diferenca entre os polinémios f e g é o polindmio obtido quando adicionamos f ao
opostodeg, istoé, f — g =1f+ (—qg).

EXEMPLO 9

Dados os polinémios f(x) = 3x* — 5x + 8 e g(x) = —2x + 1, vamos determinar f(x) - g(x):
B3 —=5x+8) - (—=2x+ 1) = =6+ 3x* + 10x* —5x — 16x + 8 =
= -6+ 13 —21x+ 8
Lembre que o produto dos polindmios f e g corresponde ao polindmio obtido quando multiplicamos
cada um dos termos de f por todos os termos de g e adicionamos os produtos obtidos.

~ L |
® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS
5 Os polindémios f(x) = —2x + a e g(x) = x + b, com a e b constantes reais, sdo tais que f(x) - g(x) =
= —2x* — 3x — 1. Determine a e b.
Solucao:
Temos:
fX) - gix) = (=2x +a) - (x + b) = —=2x> — 2bx + ax + ab = —2x* + x(—2b + a) + ab
Dai:
—2b+a=-3 1
2% +x-(=2b+a)+ab=-2¢-3x—-1=
ab = —1 2
De 2 ,temosa = — % e, substituindo em 1 , obtemos:
o= % =a=—-2
—2b—%=—3=>2b2—3b+1=0:> ol
b=1=a=—-1

Assim, podemos ter (a =—-2eb= %) ouf@a=—-1eb=1).

6 Considerando que f(x) ¢ um polinémio de grau 4 e g(x) ¢ um polinémio de grau 3, determine o grau de:
a) f(x) + g(x) b) f(x) - g(x)

{
Solucao:
. ‘ . . P
a) Na adicao de polindmios, s6 podemos adicionar os termos semelhan-

tes, isto é, aqueles cujas poténcias de x tém o mesmo expoente.

Como somente o polinémio f(x) apresenta termo em x*, entdo o grau

de f(x) + g(x) é 4. Neste exercicio, qual se-
o A . ria o grau do polindmio
b) Quando multiplicamos polinémios, devemos lembrar a propriedade de £ + x - g2

poténcias: x* - x# = x* P, Assim, o grau de f(x) - g(x) é4 + 3 = 7.
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9

EXERCICIOS 10 Biabe
23 Dadas as expressdes polinomiais f(x) = 2x* = 3x + 4, = 26 Determine os valores das constantes reais a e b
gx) =X —x + 1 eh(x) = x> + x— 4, determine: que satisfazem:
a) f(x) + g(x) d) f(x) - h(x) (ax + 5%+ (b — 2x) = 13x* + 42x + 34
b) g(x) — h(x) @) x-f) +2-90 27 Sejam f(x) e g(x) dois polindmios de grau 4. O que
o) fx) — g(x) — h(x) se pode afirmar em relacio ao grau do polinémio:
. ] } a) f(x) - g(x)? o) f(x) — g(x)?
24 Sejam p1(X) =ax + bx+ce pZ(X) ': bX' + 4x — 3. b) f(X) + g(X)7 d) XZ . f(X) +x- g(X)7
Sabendo que p,(x) + p,(x) € o polinmio nulo, de-
termine os valores de a, b e c. 28 Os polindmios f(x), g(x) e h(x) tém graus 2, 3 e 5,
respectivamente. Classifique como verdadeiras (V)
25 Sejam os polindmios f(x) = 3x + 2ieg(x) = ixeia ou falsas (F) as afirmagoes seguintes:
unidade imaginaria em C. Obtenha os polinémios: a) f(x) + g(x) + h(x) € um polinémio de grau 5.
a) f(x) — g(x) b) f(x) — g(x) pode ter grau 2.
b) i - gx) + f(x) c) f(x) - g(x) + h(x) pode ser polindmio nulo.
) 9(x) - f(x) d) f(x) - g(x) + h(x) pode ter grau 3.
L J

3 pivisio de polinémios

Sejam dois polindmios f(x) e g(x), com g(x) # 0.

Dividir o dividendo f(x) pelo divisor g(x) é determinar dois outros polinémios, o quociente q(x) e o resto
r(x), que verifiquem as seguintes condicoes:

« 0 =g - g(x) + r(x)

- grau de r(x) < grau de g(x) ou r(x) = 0 (isto é, r(x) é o polindmio nulo)

Vamos apresentar o processo mais geral usado para dividir polinémios, baseado na divisdo entre nu-
meros naturais e conhecido como método da chave.

Acompanhe, inicialmente, a divisdo de 195 por 8:

1958

—16 24
35
—32
3

Observe que a divisdo inteira esta encerrada, pois 3 < 8. Note que 195 = 8 - 24 + 3.
Vamos agora dividir dois polindmios:

fx) = 6x* — x> + 3xX* — x + 1 porg(x) = 2x> + x — 3
Dispomos o dividendo (f(x)) e o divisor (g(x)), conforme o esquema usado na divisdo de nimeros naturais.
* 12 passo: Dividimos o termo de maior grau de f(x) pelo termo de maior grau de g(x):

obtendo, assim, o 1¢ termo do quociente q(x).

6xX* =X +3¢ —x+1]|2¢+x-3

3x?
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2¢ passo: Multiplicamos o quociente obtido (3x?) por g(x) e subtraimos de f(x), isto é, adicionamos

f(x) com o oposto do produto obtido. Obtemos um resto parcial.
3¢ -2 +x —3) =6x" + 3x* — 9¢
- X+ 3 —x+ 1| 2X+x—3

@ =65 — 3x + 9 3%

— 4 + 12¢¢ — X + 1 « resto pardcial

32 passo: Repetimos o procedimento anterior com o resto parcial obtido até que o grau do resto se
torne menor que o grau do divisor (ou o resto seja o polindmio nulo):

—4x° , 2 3 2
Wz_ZXI —2X - (2X° + x = 3) = —4x> — 2x° + 6X

- X+ 3 - x+ 12X +x—3
@ =65 — 3¢ + 9% 3% — 2X
—AC +12¢ — x + 1
+ AL +  2X — 6x
14x°— 7x + 1 <« novo resto parcial

2
=7 7-2¢+x—3) =14+ 7x — 21

b — X+ 3¢ - x+ 1|2¢+x-3
@ =65 — 3% + 9 3 —2x+ 7
— AL + 12X —  x+ 1
+ 4L + 2xX* — 6x
M4 — 7x+ 1  Ograudorestoé

. _ menor que o grau
+ 4z /X + 21 do divisor. A divisao

— 14x + 22 ¢« estaencerrada.

Dal: q(x) = 3x> — 2x + 7 er(x) = —14x + 22.
Observe que f(x) = g(x) - q(x) + r(x). De fato:

22X +x—3)- B¢ —=2x+7) + (—14x + 22) =

g(x) q(x) r(x)
=6x' — A3 + 14X + 33 — 2 + Tx — 9¢ + 6x — 21 — 14x + 22 =

=6x* = x>+ 3¢ —x+ 1 =1f(x)

ke

Se f é um polindémio de grau n e g é um poli-
némio de grau m, com n = m, na divisdo de
f por g, qual é o grau do quociente obtido?
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EXEMPLO 10

Vamos efetuar a divisdo de f(x) = 3x* — 14x* + 23x — 10 por

g(x) = x* — 4x + 5.

A — 14 + 23x — 10 |X¥* —4x + 5

=3¢ + 12¥* — 15x 3x — 2

Se a divisao de f(x) por

=2 + 8L — M g(x), com g(x) # 0, é

+ 2¢ — 8L+ M exata, isto é, r(x) = 0,
0 dizemos que f(x) é divi-
sivel por g(x), ou ainda,

. ) ; .. g(x) divide f(x).
Assim, g(x) = 3x — 2 er(x) = 0, ou seja, r(x) & o polindmio nulo. . J
|

® | EXERCICIOS RESOLVIDOS

7 Para que valores de a e b, com {a, b} C R, o polinémio —2x> + ax + b é divisivel pelo polinémio

x>+ 6x— 1?
Solucao:
Devemos efetuar a divisdo e impor que o resto seja o polinémio nulo. Temos:

=% + ax + b x>+ 6x — 1

478 — 128 + 2x 2x + 12
¢ + (a+2)x + b
8 - T2x + 12
resto » (@ — 70)x + (b + 12)

O polinémio (a — 70)x + (b + 12) é nulo se todos os seus coeficientes forem iguais a zero, isto é, se:
[a—70=0=a=170
b+12=0>b=-12
Dividindo-se o polindmio —x* — 4x*> + 3 por um polindmio p, obtém-se —x — 6 como quociente e
—12x + 3 como resto. Determine o polindmio p.
Solucao:

Do enunciado, podemos escrever:
— 3 — 2 — o (= — —
(= =4+ 3)=pKx) - (—x — 6) + (—12x + 3)
f(x) q(x) r(x)

Como o grau de f(x) é 3 e o grau de g(x) é 1, o grau de p(x) deve ser igual a 2
para que a igualdade acima seja valida.

Proponha outro modo
de resolver este exercicio.

Facamos p(x) = ax® + bx + ¢; devemos determinar os valores das constantes
a,bec

X =4 +3=(@x+bx+0) - (—x—6)+ (—12x + 3) =

—e Seg(x) =0eh( #0,

=>_X3_4X2+3:_aX3_6aX2_bXZ_6bX_CX_6C_12X+3:> qua|éoregtoequa|é

=X -4 +3=-a +x(—6a—b)+x(—6b—c—12)+ (3 — 60 = 0 quociente da divisao
1=—a=sa=1 de g(x) por h(x)?
—4=—6a—b;comoa=1,temos: —4=—-6—-—b=b=-2 —* Esegltemgraune

= h(x) tem grau m (com
0=-6b—c—12;comob=—-2,temos:0=12—c—12=c=0 m > n), qual é o resto
S Gr— — equal é o quocienteda

divisao de g(x) por h(x)?
Desse modo, p(x) =1 - x> — 2 - x+ 0 = x* — 2x J
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Polindmios

EXERCICIOS {2 fasane,

Determine o quociente q(x) e o resto r(x) da divisdo de f(x) por g(x) em cada caso:
a) f(x) =3 +5x+7eg(x) = 3x — 1

b) f(x) = =X + 4x = 5x+ 1egkx) =x — 1

) fX)=5x"+3C -2 +4x—1Tegx)=x—4
d) f(x) =3 - +4x — 2x+ Tegx) =x — x* + 1
e f(x) =4x— Tegx) =x>—2x+ 3

f) f(x) = —5¢ +4xX% + 7x — 11 e g(x) = x

)

g) f(x) = x* + 2ix — 3eq(x) = x — i, em que i é a unidade imaginaria dos nimeros complexos.

Verifique, em cada caso, se o polindmio f(x) é divisivel por g(x), exibindo o quociente dessa divisao:
a)fx)=x-x—6egx) =x+2
b) fx) =x*+x — Tegkx) =x*+ 1
) f)=4C+x+1Tegx =2 —x+ 1
)

d) f(x) =2 + 3x = 5x+ Teg(x) = 2x + 1
Determine m € R a fim de que x> + 2mx — 5 seja divisivel por x — 1.

Dividindo o polindmio f(x) = x> + x> + x + 1 por g(x), obtemos o quociente gq(x) = 1 + x e o resto
r(x) = x + 1. Determine g(x).

Dividindo-se um polindmio de grau 7 por um de grau 3, obtém-se um polindmio quociente (g) e um poli-

noémio resto (r). O que se pode afirmar em relacdo ao grau de ¢? E ao grau de r?
Determine m e n reais, de modo que o polinémio —2x> + mx’ + n seja divisivel por X’ + x + 1.

Em um retadngulo, o comprimento é expresso por x + 2, e sua area é expressa por 3x* + 5x — 2. Como se
expressa a largura desse retangulo?

Observe as dimensoes do paralelepipedo seguinte:

X+ 2

Sabe-se que o volume desse paralelepipedo é expresso por 2x> + x* — 8x — 4.
a) Expresse, em funcdo de x, a medida da altura do paralelepipedo.

b) Existe algum polindmio que represente a medida da diagonal desse solido? Determine-o, em caso afir-
mativo.

¢) Existe algum polindmio que represente a area total desse sélido? Determine-o, em caso afirmativo.

Dividindo um polinémio f(x) pelo polinémio x* + x + 1, obtemos o quociente q(x) = x> — x e o resto
r(x) = —x + 13. Determine f(x).

2N
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CAPITULO 8

3 Divisées por x - a

Um caso particular importante na divisdo de polinémios é aquele em que o divisor € um polindémio do
12 grau, com coeficiente dominante unitario, isto é, um polindbmio do tipo x — a ou x + a, sendo a € C.
Esse caso de divisdo sera frequentemente usado no capitulo seguinte.
Considerando como dividendo um polinémio f de grau n (com n = 1), temos:
f(x) |x—a
L qi)
r(x)
Ograudeq(x)én — 1.
Como o grau do resto deve ser menor que o grau do divisor, temos:

graur(x) < 1= graur(x) =0our(x) =0
%/_J

H—/
r(x) =k r(x) é o
keC k+0) polinémio nulo

3 Teorema do resto

Vamos efetuar a divisdo de f(x) = 4x* + x* — 5x + 8 por g(x) = x — 2 usando o método da chave:

A+ X2 — 5x + 8 [x—2

=4 + 8% 4%* + 9x + 13
—9% -  S5x+ 8 {q(x)=4x2+9x+13
=9 + 18x
B+ 8 r(x) = 34
—Bx + 26
34

Observe que o resto também pode ser obtido calculando-se o valor numérico do polindmio dividendo
(f) para x = 2:
f2Q)=4-2°+2°-5-24+8=12)=32+4—-10+8=12) =34

Vamos agora enunciar e demonstrar o teorema do resto:
O resto da divisdo de um polindomio f(x) por x — a é igual a f(a).

Demonstracao:
Da divisdo de f(x) por x — a, podemos escrever:
fx) = (x —a) - q(x) + r(x)
em que r(x) = r # 0 é um polindmio constante (pois r(x) tem grau zero) ou r(x) é o polindmio nulo.
Calculando os valores desses polinémios para x = a, temos:
f(a) = (@ — a) - q(a) + r, isto &, r = f(a).
=0

® | EXERCICIOS RESOLVIDOS

9 Qual é o resto da divisdao de p(x) = 3x* — 17x + 15 porx — 2? E por x + 1?
Solucao:
N&o é necessério efetuar a divisdo para sabermos o valor do resto.
Entdo, vejamos:
* Na divisdo de p(x) por x — 2 temos:
Araizdo divisoré: x —2=0=x= 2.
Pelo teorema do resto, sabemos que:
r=p2)=3-2-17-24+15=12—-34+15= -7
+ Na divisdo de p(x) por x + 1, oresto ér = p(—1),isto é, r=3-(=1)?> =17 - (=1) + 15 = 35.
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10 Sejam 5 e 2, respectivamente, os restos da divisao de um polindmio f por x — 3 e por x + 1. Qual é o resto
da divisao de f por (x — 3) - (x + 1)?
Solucao:
Pelo teorema do resto, temos:
f3)=5 1 e f(=1)=2 2
Quando dividimos f por g(x) = (x — 3) - (x + 1) = x> — 2x — 3, temos grau r < 1 (pois grau r < grau g e
grau g = 2). Assim, escrevemos r(x) = ax + b, com a e b reais.

Devemos determinar a e b. Temos, Vx € C:

f)=Kx+1)-x—3)-qKx +ax+b
g(x) r(x)

Calculando o valor numérico desse polindmio em x = 3 e em x = —1, obtemos:

f3)=(3+1)-3-3)-qB)+a-3+b=>3a+b=5
=0
(1) = (<14 1) (-1 -3)-q-T)+al-1) +b > —a+b=2
=0

11 , 3 11
—.D form t ==X+ —.
a essa forma, o resto é r(x) 4x 1

) 3
Resolvendo esse sistema, encontramos a = va eb

Uma consequéncia importante do teorema do resto é o teorema de D’Alembert, cujo enunciado é:
Um polindmio f é divisivel por x — a se, e somente se, a for raiz de f.

Demonstracao:

Ha duas implicagdes a provar:

12) f é divisivel por x — a = a é raiz de f.
Se f é divisivel por x — a, temos r = 0 e, pelo teorema do resto, r = f(a) = 0, do que concluimos
que a éraiz de f.

22) aéraiz de f = f é divisivel por x — a.
Como a é raiz de f, temos que f(a) = 0; pelo teorema do resto, o resto r da divisdo de f por x — a

éigual a f(a). Assim, r = f(a) = 0, o que mostra que f é divisivel por x — a.

® ' EXERCICIO RESOLVIDO

11 Determine m € R, de modo que f(x) = —2x’ + x*> + mx + 5 seja divisivel por x — 2.
Solucao:
Pelo teorema de D'Alembert, x = 2 deve ser raiz de f, isto é, f(2) = 0:

—2-23+22+m-2+5=0=>2m—7=0:>m=%
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EXERCICIOS 0 e

38 Aplicando o teorema do resto, determine o resto da divisdo de f(x) por g(x) em cada caso:
a) fx) =3 —x+4egx) =x—2

b) f(x) = —x* + 4x* = 5x+ legkx) =x + 2

c) fx) =4 — %"+ 3xegx) =x—4

d) fx) =2 +x —xX +Tegk =x

e fx) =x"+x"+7x+3egx) =x—1

f) fx) =4x* —x— 1eg(x) = x — 2i, em que i é a unidade imaginaria em C.

39 Em cada caso, p(x) é divisivel por q(x). Obtenha o valor real de m:
a) p() = =3x + dx + meqx) = x — 2
b) p(x) = 4x — 5¢ + mx + 3eq(x) = x + 3
) pX)=x —=3x"+2¢ +mx—1eqx =x—1

40 Qual é o resto da divisdo de (x®* + 1) - (3 — x*° — 2x"7) porx — 1?

41 Sabendo que o polindmio 2x* + mx + n, com {m, n} C R, é divisivel por x — 1 e que, quando dividido por
x + 2, deixa resto igual a 6, determine m e n.

42 Um polindmio p(x), dividido por x + 2, da resto 3 e, dividido por x — 5, da resto —2. Qual é o resto da
divisao de p(x) por x> — 3x — 10?

43 Um polindémio p(x) é tal que p(1) = 4. O quociente da divisao de p(x) por (x — 1) é dividido por (x — 2) e
obtém-se resto 3. Determine o resto da divisdo de p(x) por (x — 1) - (x — 2).

3 Dispositivo pratico de Briot-Ruffini
Sejam f(x) = a X" + ax"' +ax"?+ ... +a x+a,coma,# 0, um polindmio de grau n, e g(x) =
=X - a.
Quando dividimos f(x) por g(x), obtemos, como quociente, um polinémio q de grau n — 1, dado por
ax) =X+ agx"+ .. +qg x+q, .
Vamos determinar os coeficientes d, 9, -, 9, , 9, , de g, bem como o resto r dessa divisao.
Como f =g - g + r, podemos escrever, para todo x € C:
n n—1 n—-2 _ n—1 n-2
ax"+ax"'+ax"‘+...+a x+a =Kx—-a)-@Qx"  +gx “+..+qg _x+gq, ,)+Fr
Multiplicando os polinémios e agrupando os termos semelhantes, temos:
aX'+ax '+ax T+ .. +a x+ta =
=qx +(q, —aq) X" +(g,—aq) x"*+ ...+, ,—a-q ) x+(r—a-q, )
Igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau, obtemos:
[ qO = aO
*Q,—aq,=a,=q,=a taq,

-qz—aq1=a2:>q2=a2+aq1

‘ qn71 - aqn—Z = an—1 = qn—1 = an—1 + aqn—z

-r—aqn_1=an:>r=aqn_1+an
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Observe, a seguir, um método mais rapido e simples, chamado dispositivo pratico de Briot-Ruffini, para
a determinacdo dos coeficientes q, q,, ..., g,_, e do resto r da diviséo:

Vamos agora acompanhar a “montagem” do dispositivo usando um exemplo numérico.
Seja a divisdo de f(x) = x> — 4x* + 5x — 2 por g(x) = x — 3.

12 passo: Calculamos a raiz do divisor g(x) e, ao seu lado, colocamos os coeficientes ordenados do
dividendo f(x), sequndo poténcias de expoentes decrescentes de x:
Raizdeg(x):x —3=0=x=3

raiz de g(x) coeficientes ordenados de f(x)

311 -4 5 =2

22 passo: Abaixamos o primeiro coeficiente do dividendo (1) e o multiplicamos pela raiz do divisor

(1-3=3).
3|1 -4 5 =2
| 1
32 passo: Adicionamos o produto obtido (3) ao coeficiente sequinte (—4). Asoma 3 + (—4) = —1) é
colocada abaixo desse coeficiente.
3 | -4 5 =2

1
|1 -1
42 passo: Com a soma obtida (—1), repetimos as operacdes (multiplicamos pela raiz e adicionamos

o coeficiente sequinte), e assim por diante.

311 -4 5 =2
1 -1 2 4

O Ultimo dos nimeros obtidos no dispositivo ou algoritmo de Briot-Ruffini é o resto da divisdo. Assim,
r(x) = 4.

Os demais nimeros obtidos nesse algoritmo correspondem aos coeficientes ordenados (segundo po-
téncias de expoentes decrescentes de x) do quociente da divisdo. Assim:

gx)=1-x*—1-x+2=xX—x+2
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® ' EXERCICIOS RESOLVIDOS

12 Obtenha o quociente q e o resto r da divisdo de Temos:

—2x*+x = 5¢ —x+ 1 porx+ 2. 3 | 2 0 -5 !

2 6 13] 40

Solucao: .
O quociente q é 2x* + 6x + 13, e o resto r é 40.
Temos:
Al =2 -5 1 14 Determine a € R de modo que 2X° — 4x* — 5x + a
| > 5 _15 29 | 57 seja divisivel por x — 3.
q=-2¢+5¢— 15x+29 e r=—57 Solucao:
L 5 Construimos o dispositivo de Briot-Ruffini:
13 Faca a divisao de f(x) = 2x> — 5x + 1 por x — 3.
3|2 -4 -5 a
Solugao: [ 2 2 1 ]a+3
Convém, inicialmente, notar que Devemos ter resto igual a 0, isto é:
f)=2-x+0-x*—-5-x+1. a+3=0=a=-3
)
EXERCICIOS § 2 eeno

44 Em cada caso, obtenha o quociente e o resto da divisdo de f(x) por g(x), utilizando o dispositivo de
Briot-Ruffini:
a) f(x) = =2 +4x* —5x+ Tegx) =x— 3

b) f(x) = Bx + 2)’ e g(x) = x + 2
o f)=x"—3¢+x—-2egx) =x+ 1
d) f(x) =x — 1egkx) =x

45 Dividindo-se X’ — 2x* + mx + 4 (com m € R) por x + 2, obtém-se o quociente x> — 4x + 5. Qual é o resto
dessa divisao?

46 O polindmio f(x) = 4x* — 5x* + 2x + m (com m € R) é divisivel por x — 2.
a) Qual é o valor de m?
b) Qual é o quociente e o resto da divisdo de f(x) por x + 3?

47 Qual é o quociente e o resto da divisdo de (x* + 1)* por x + 1?

48 0O polindmio f(x) = 2x* + mx + n, em que {m, n} C R, é divisivel por x + 1; dividindo f(x) por x + %

obtemos resto igual a 2. Determine o valor de m + n.

49 Determine o valor da constante real k a fim de que a divisdo de 2x* — 3x* + x + 6k por x — 3 seja exata.

O polinémio p(x) = x* — 6x’ + 16x*> — 26x + 15 & divisivel por x* — 2x + 5.
Para que valores reais de x tem-se p(x) = 0?



